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INTRODUCCION

Este trabajo estd enmarcado en el contexto de la teoria de algebras, tanto aso-
ciativas como no asociativas. En el contexto de las algebras no asociativas con-
cretizaremos en el estudio de las algebras de Lie y de los sistemas de Jordan.

En los afios 60 del siglo XX, autores como Tits [60], Kantor [45, 46, 47] y Koe-
cher [48, 49] se interesaron en estudiar la conexion existente entre los sistemas
Jordan y las dlgebras de Lie. Actualmente, la interaccion entre ambas teorias
sigue generando interés.

Origen y actualidad

En el ano 1873 el matematico noruego Sophus Lie, estudiando propiedades de
soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales, inici¢ lo que hoy llamamos
la Teoria de Lie. Una de las ideas mas originales que tuvo fue la introduccion de
invariantes en el analisis y en la geometria diferencial. Observo que los méto-
dos clasicos de resolucion de ecuaciones diferenciales se basaban en que la
ecuacion era invariante frente a una familia de transformaciones continuas,
es decir, al aplicarle dichas transformaciones a una solucion de una ecuacion
diferencial, esta seguia siendo solucion de la ecuacion original.

El interés de Lie residia en estudiar la familia de transformaciones continuas
en n variables, que dependian de m parametros, y que dejan invariante un
sistema diferencial. Resulté que este conjunto de transformaciones continuas
era un grupo cerrado para la composicion, pero no en un sentido global, ya
que las transformaciones no tenfan por qué estar definidas globalmente. A raiz
de estos estudios se origina lo que conocemos actualmente como dlgebra de
Lie. Este término no fue creado hasta la década de 1930 por Hermann Weyl.

Estas algebras estan intimamente relacionadas con los grupos de Lie, que ocu-
pan un importante lugar en la geometria contemporanea. En la idea original
de Lie la cantidad de parametros m del grupo de transformaciones no tenia
por qué ser finito. En geometria diferencial y en fisica surgieron aplicaciones
importantes de estos grupos de transformaciones continuas para m finito, que
ahora conocemos como grupos de Lie de dimension finita. Existen también
trabajos en los que el numero de parametros m es infinito, mas generalmente
relacionados con la fisica.

En términos formales, un digebra de Lie L sobre un anillo de escalares @ (al

que se le suele pedir 1 e ¢ de manera habitual) es un algebra con producto [x,
2
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TESIS DOCTORAL

y], el cual es anticonmutativo y verifica la identidad de Jacobi
[x [y, 2])+[v. [z 6]+ 2 [x v]] 0
paratodox, y, z € L.

Toda algebra asociativa R se convierte en un algebra de Lie R con el producto
[x, yI = xy - yx.

Las dlgebras de Jordan surgieron en los anos 30 del siglo XX con el intento
de Pascual Jordan, John von Neumann y Eugene Wigner de encontrar una
estructura algebraica para la mecanica cuantica esencialmente diferente de
las matrices hermitianas.

—t

Una matriz x € M (C) es hermitiana si x*:=x = x. Sabemos que la suma de dos
matrices hermitianas es nuevamente una matriz hermitiana y, si consideramos el

producto de una matriz hermitiana por un numero real, también obtenemos una
matriz hermitiana. Sin embargo, si x € y son matrices hermitianas, entonces

(xy) =y'x =yx
no tiene por qué ser igual a xy. En el contexto de la fisica, xy era una opera-

cién «no observable». Por otro lado, las operaciones observables en matrices
hermitianas eran

}'Xl X+yl Xy+yXl XyXl an

donde A € R, n € Ny x e y son matrices hermitianas.
Jordan, von Neumann y Wigner se centraron en las operaciones lineales
AX, X + y, y el producto bilineal xey = %(xy +yx). Con este nuevo producto se

tiene que el producto de dos matrices hermitianas, x e y, es nuevamente una
matriz hermitiana, ya que

*

(x oy)* :(%(xy + yx)) = %(yx +Xxy) =%(xy+yx) =Xey.

Ademas, si consideramos x? = x « X, entonces

14



INTRODUCCION

2(x-y)-x—x2oy:2[%(xy+yx)ox)—xzoy:

1 2 2 1 2 2\ _

E(xyx+yx + X y+xyx)—§(x Y+ yX )_xyx.
Asi, las operaciones observables x", xyx y Xy + yx se puede expresar a partir
de las operaciones +y .
Con la suma habitual, +, y este nuevo producto e, las matrices hermitianas

forman un algebra no asociativa que verifican la propiedad conmutativa y la
identidad de Jordan, es decir,

(Xzoy)oX:X2o(po)

para matrices hermitianas cualesquiera x e y.

En 1934 se publicé un articulo titulado «On an algebraic generalization of
the quantum mechanical formalism» [44], de P. Jordan, J. von Neumann y E.
Wigner, donde se introduce la nocion de dlgebra de Jordan, aunque tal nombre
fue mencionado por primera vez por Albert en 1946.

Un digebra de Jordan es un ¢-modulo J junto con dos aplicaciones cuadraticas
2
U:J—End, (J) y ():u>y

verificando las siguientes identidades en todas las extensiones por escalares
de J:

xzoy:UW<x),
XOUX(y):UX(Xoy),

L) =uy, <)
U,=U.y

qu<y) =U,UU,

paratodox, y € J.dondexoy = (x+y)?-x*-y*yU,  (y)=(U,,-U-U)I(y
para, todo x, y, z € J [51, 1.6].

15



TESIS DOCTORAL

Si % € ¢, por [42, 1.4] podremos decir que un algebra de Jordan es un ¢-modulo

J cuyo producto e es conmutativo y verifica la identidad de Jordan
X" e(yex)=(x"ey)ox

paratodo x, y € J.
De la misma forma que un algebra asociativa R se convierte en un algebra de

Lie RY, también se tiene que toda algebra asociativa R se convierte en un alge-

bra de Jordan R con el producto x e y = %(xy +yX).

Un éalgebra de Jordan se dice especial si se puede ver como subalgebra de
R™) para algun algebra asociativa R. En caso contrario, el algebra de Jordan se
dird que es excepcional. La intencién de Jordan, von Neumann y Wigner era,
por tanto, encontrar algebras de Jordan excepcionales con las que modelar el
comportamiento de los observables en mecanica cuantica.

En el articulo de 1934 citado anteriormente, los autores probaron que las alge-
bras de Jordan finito dimensionales formalmente reales eran sumas directas
de sistemas simples de los que habia solo cinco modelos:

H(R), H,(c), H (1), H,(0), J(a)

donde H (-) denota, el conjunto de mal rices licrrnitianas de orden n, H denota
los cuaterniones. O los octoniones y el producto en J(Q) = R - 1@ V viene dado
por una forma cuadratica Q definida en el espacio vectorial V con valores en R
de modo que x e y = Q(X, y) - 1. Los tres primeros modelos y J(Q) son algebras
de Jordan especiales. En «On a Certain Algebra of Quantum Mechanics» [1], A.
A. Albert prueba que H,(0) es excepcional. Este hallazgo supuso un fracaso en
los objetivos iniciales de Jordan, von Neumann y Wigner, ya que en su clasifi-
cacion la uUnica algebra de Jordan excepcional era "demasiado pequena” para
la generalizacion que buscaban.

Mas adelante, en 1983, Zelmanov acabo corroborando que, tanto en dimension
finita como infinita, la Unica algebra de Jordan simple excepcional era. H,(O).
De hecho. E. I. Zelmanov demostrd en [61] que si J era. un algebra, de Jordan
simple sobre un anillo de escalares ¢, con _ € ¢, entonces J era isomorfa a una
de las siguientes algebras: 2
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e R“ donde R es un algebra asociativa simple,

e H(R, *) = {x € R: x* = x}, donde R es un algebra asociativa simple con invo-
lucion *.

e J(Q), para ana fon na cuadratica Q : V = F. donde F es un cuerpo de carac-
teristica distinta de 2 y V es un espacio vectorial sobre Fcon dim (V) > 1,

. H,(0).

Después de algun tiempo se produjo un abandono del estudio de las algebras
de Jordan por parte de los fisicos, dando paso a algebristas como Albert y
Jacobson.

Como se puede apreciar, la posibilidad de poder ver un sistema de Jordan
dentro de un sistema asociativo se ha considerado desde el comienzo de
la Teoria de Jordan. Cabe destacar el hecho de que, a diferencia del caso
Jordan, todas las algebras de Lie sobre cuerpos son especiales (Teorema de
Poincaré-Birkhoff-Witt [41, 17.3]), en el sentido de poder verse como subal-
gebra de R™ para algun algebra asociativa R.

Los pares de Jordan surgieron inicialmente en los trabajos de Meyberg sobre
sistemas triples de Jordan, pero fueron estudiados de modo extenso y siste-

matico por Loos en [51]. Un par de Jordan es un par de ¢-modulos V = (V+, V)
junto con dos aplicaciones cuadraticas

Q":V"—>Hom¢(V‘“,V")

con o = =, verificando las siguientes identidades en todas las extensiones por
escalares de V:

D (x, )@ =QID° (y, x),

0 (07 (). )=0" (x. " ()

Qgg i QQ,°Q7
para todo x € V°y todo y € V¢, donde

D°:V° xV° —>End¢(V")

17
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es la aplicacion bilineal dada por
D7 (x y)(2)=Ql.(v)-Ql (v) =@ (¥)

para, todo x, z € V¢ y paratodo y € V.

101 -
Si > §e¢, por [51, Proposition 2.2] podremos ver un par de Jordan como un

par de ¢-modulos V = (V*, V) dotado con dos aplicaciones trilineales
{, Jvoxveoxve—ve,

tales que {x, y, z} = {z, y, x} y

{X, y.{uv, z}}—{u, v, {x, Y, z}} :{{X, y.ub,v, z}—{u, {y, x, v}, z}

paratodo x, z, ue Vytodoy, ve VO donde 0 = +.

Un ideal interno B de un algebra de Lie L sobre un anillo de escalares ¢ es un
submaddulo de L tal que [B, [B, L]] ¢ B. Se introdujeron por primera vez en 1977
por G. Benkart [12], Benkart sugirié que los ideales internos de las algebras de
Lie podrian ser los analogos en la Teoria de Lie de los ideales unilaterales en
el entorno asociativo. Un ideal interno abeliano es un ideal interno que tam-
bién es una subdlgebra abeliana de L, es decir, tal que [B, B] = 0. Los ideales
internos abelianos de un algebra de Lie estan estrechamente relacionados con
los elementos ad-nilpotentes de indice tres, esto es, elementos x € L tales que
ad? (L)=0yad’ (L)=0, donde ad,(y) = [x, y]. La existencia de elementos ad-nil-
potentes proporciona un criterio elemental para distinguir las algebras de Lie
clasicas del resto. Los ideales internos de las algebras de Lie clasicas fueron
clasificadas por G. Benkart en [11] y su clasificacion fue completada en [13] por
G. Benkarty A. Fernandez Lopez.

Haciendo uso de ideales internos se obtuvo un analogo al teorema de Wedder-
burn-Artin para algebras de Lie en [28] y [29]. Los ideales internos de algebras
de Lie simples de dimension finita se clasificaron en [23], y la clasificacion de
los ideales internos de las algebras de Lie simples finitarias se obtuvo en [26].
Destacamos el articulo [5], de A. Baranov y J. Rowley, en el que se caracterizan
las algebras de Lie simples localmente finitas sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado de caracteristica cero en términos de la existencia de ideales internos
propios distintos de cero.

18
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En los ultimos anos, como se anuncié en una comunicacion presentada por A.
M. Cohen en la conferencia «Buildings and Symmetry» celebrada en la Univer-
sidad de Western Australia en 2017, los ideales internos de las algebras de Lie
han alcanzado un papel relevante en el estudio de ciertas geometrias relacio-
nadas con grupos algebraicos, recuperando una linea de investigacion iniciada
en 1973 por J. Faulkner, [24], Como A. M. Cohen menciona en su trabajo [22],
«la clasificacion explicita de ideales internos en algebras de Lie simples rela-
cionadas con grupos algebraicos dada en [25] confirma que la nocion de ideal
interno es muy adecuada para el estudio de grupos algebraicos».

Mas evidencia de la utilidad de los ideales internos proviene de [30], donde fue
demostrado que un ideal interno abeliano B de longitud finita en un algebra de
Lie no degenerada L sobre un anillo de escalares ¢, con 3.3 € ¢, da lugar a una
Z-graduacion finita, siendo B un extremo de esta graduacion.

Una Z-filtracion {F}i_, de un algcbra de Lie L es una cadena de ¢-submodulos
delL

«CF,CF CF CFCF,C-

tal que [F, F] c F,,; para todo i, j € Z. Esta filtracion sera acotada si existen
nmeZ, conn<m,talesqueF,:Oparatodoisnyl—'j=Lparatodojzm.
Las filtraciones asociadas a un solo elemento fueron introducidas por primera
vez por O. Loos en 1990 en el contexto de los sistemas de Jordan (ver [52]) de
una manera analoga a las nociones asociativas. En 2005, D. Passman estudio
Z-filtraciones acotadas maximales de anillos semisimples Artinianos [58] v,
junto con Y. Barnea, describio las filtraciones en algebras de Lie semisimples en
una serie de articulos publicados entre 2006 y 2010, [6] [7] y [59]. Mas tarde,
en 2012, E. Garcia y M. Gdmez Lozano demostraron en [35] que cualquier ele-
mento ad-nilpotente a € L de indice menor o igual que 3 en un algebra de Lie
L sobre un anillo de escalares ¢, con 3.7 € ¢, da lugar a una 5-filtracion de L
de modo que, al considerar el algebra de Lie 5-graduada L inducida por esta
filtracion, el par de Jordan asociado a L coincide con el par de Jordan asociado
al elemento a.

Es bien sabido que una matriz cuadrada sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado es similar a una matriz que consta de blogques de Jordan. En [31] los
autores estudian un resultado similar para elementos nilpotentes en el zocalo
de un algebra de Jordan no degenerada, demostrando que estos elementos
admiten una forma canonica de Jordan. Uno de los principales resultados de
ese trabajo fue la caracterizacion de elementos nilpotentes indescomponibles
en el zocalo como elementos nilpotentes de indice ny rango n - 1.
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Las formas canonicas de elementos nilpotentes en anillos generales, con la
condicion extra de que todas sus potencias sean regulares von Neumann,
han sido objeto de estudio de varios autores. En el libro [57], O'Meara, Clark
y Vinsonhaler destacaron la importancia de la forma de Weyr, y caracteriza-
ron la posibilidad de obtener una forma de Weyr de un endomorfismo nilpo-
tente t de un moédulo cuasi-proyectivo no nulo P sobre un anillo arbitrario R
en términos de la regularidad von Neumann de las potencias de t en el anillo
de endomorfismo End_(P), [57, Theorem 4.8.2]. En estas circunstancias, el
modulo P se descompone como una suma directa de submaodulos no nulos,
P=A®A & - @A, talesquet(A)=0ytlA) =A  paratodoi=23, ...,r,
como podemos ver en [39, Lemma 71] 0 en [10, Lemma 3.5].

Esta descomposicion de Weyr de endomorfismos nilpotentes fue utilizada
por Beidar, O'Meara y Raphael para obtener la forma candnica de Jordan de
un elemento nilpotente en un anillo [10, Teorema 3.6 (iii)]. En su resultado,
demostraron que si R es un algebra sobre un anillo conmutativol, ya € R es
un elemento nilpotente de indice r tal que todas las potencias de a son regu-
lares von Neumann en R, entonces existen enteros 1< n, <n,<..<n_=r,
un elemento b € Reideales |, I,, ..., I, del anillo T" tales que Ann (R) = n lj y
existe un isomorfismo de algebras

®:T|aq, b]—>i1§[1Mm.(F/li)

tal que cada imagen de a en M_ (I'/l) tiene la forma de un bloque de Jordan.

Objetivos y procedimientos

Este trabajo tiene dos objetivos. El primero de ellos es dar condiciones sobre
un algebra de Lie L fuertemente prima bajo las cuales el algebra de Jordan
asociada a un elemento ad-nilpotente a de indice me for o igual a 3, L (ver
[27]), es especial. De un modo analogo, daremos condiciones bajo las cuales el
subcociente ([30]) asociado a un ideal interno abeliano B de un algebra de Lie
L fuertemente prima es especial. Para probar la especialidad del subcociente
construiremos una filtracion acotada asociada a B. Esta filtracion extiende a la
filtracion principal inducida por un elemento ad-nilpotente de indice menor o
igual a 3 definida en [35]. Estos resultados se encuentran en los articulos [36]
(publicado) y [37] (enviado para su publicacion).

El segundo obetivo es dar una forma candnica de Jordan de un elemento nilpo-
tente en un anillo arbitrario. Para el primer paso en nuestro proceso de induccion,
necesitaremos que a” = 0 y @™ sea regular von Neumann. En este caso, encon-
tramos un idempotente e de R que conmuta con a y tal que eRe es isomorfo a mi
anillo de matrices de tamano n x n sobre mi anillo unitario. Bajo este isomorfismo,
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el elemento ea corresponde a un bloque de Jordan de tamano maximo en eRe.
Si a coincide con eq, entonces diremos que a €s un elemento bloque asociado
al idempotente bloque e. Demostraremos que todo elemento nilpotente a € R,
para el cual todas las potencias de a son regulares von Neumann, se pueden
descomponer (respecto a una familia de idempotentes ortogonales que conmuta
con a) en una suma finita de elementos bloques nilpotentes de indices decre-
cientes asociados a esos idempotentes. Estos sumandos son bloques de Jordan,
y la suma de estos bloques de Jordan es Io que llamamos la forma candnica de
Jordan de un elemento nilpotente. Como consecuencia de la forma candnica de
Jordan, recuperamos y ampliamos las descripciones de anillos de indice acotado
n dadas en [39]. Por ejemplo, cuando R es primo y a es un elemento nilpotente
de indice maximo, con a""' regular von Neumann, R =~ Mn(S) para un dominio
unitario S'y, cuando R es indescomponible y von Neumann regular, R = M (A),
donde A es un anillo de division. Los resultados de este capitulo se recogen en
el articulo [38] (publicado).
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CUERPO DE LA TESIS
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ORGANIZACION Y ESTRUCTURA

El cuerpo de la tesis consta de cinco capitulos. El primer capitulo esta formado
por definiciones y resultados conocidos sobre anillos, algebras asociativas,
algebras de Lie y sistemas de Jordan, que seran utilizados en el resto de capi-
tulos. En este primer capitulo podemos encontrar tres secciones. La primera de
ellas esta dedicada a las nociones sobre algebras de Lie y sistemas de Jordan
con las que vamos a trabajar en el segundo y tercer capitulo, la segunda sec-
cion la dedicaremos a la construccion del centroide extendido y clausura central
de algebras asociativas primas y semiprimas, citando varios resultados que nos
seran de ayuda. Por ultimo, en la tercera seccion encontraremos conceptos
sobre anillos que seran de utilidad para el capitulo cuatro.

En el segundo capitulo nos centraremos en la construccion de una filtracion
acotada asociada a un ideal interno abeliano B en un algebra de Lie L. Esta
filtracion sera de gran ayuda para el estudio de la especialidad del subco-
ciente asociado a un ideal interno abeliano, (B, Ker B), que realizaremos en
el capitulo tres. Para lograr tal construccion, necesitamos que [B, Ker B]” c B
para algun natural n. En la primera seccion de este capitulo analizamos esta
hipotesis, llegando a la conclusion de que no es tan restrictiva como aparenta,
ya que se verifica en las algebras de Lie mas usuales. En la segunda y ultima
seccion de este capitulo, construimos la citada filtracion acotada inducida por
un ideal interno abeliano y analizamos la relacion existente entre esta filtra-
cién y la asociada por un elemento ad-nilpotente a de indice tres dada en [35,
Theorem 1.2], ya que todo elemento ad-nilpotente de indice tres genera el ideal
interno abeliano B = (a), = [a, [a, L]] + ¢a si L es libre de torsion 3. Este capitulo
contiene los resultados del articulo [37], el cual se encuentra enviado para su
publicacion.

El tercer capitulo esta dedicado al estudio de la especialidad de dos sistemas
Jordan asociados a un algebra de Lie L: el algebra de Jordan L, asociada a
un elemento ad-nilpotente de indice menor o igual que 3 y el subcociente
(B, L/Ker B) asociado a un ideal interno abeliano B. En este capitulo encontrare-
mos dos secciones. En la primera de ellas damos condiciones suficientes para
que el algebra de Jordan L asociada a un elemento ad-nilpotente a de indice
menor o igual que tres dada en [27, Theorem 2.4] sea especial. Para ello, la
filtracion asociada a este elemento a jugara un papel de suma importancia. En
la segunda seccion utilizamos la filtracion asociada a un ideal interno abeliano
B para dar condiciones bajo las cuales el subcociente (B, Ker, B) es especial.
Estos resultados se encuentran en el articulo publicado [36].

Para el cuarto capitulo cambiamos de ambiente. En este capitulo daremos

una nueva demostracion de la forma canodnica de Jordan de un elemento
nilpotente en un anillo arbitrario R. Si a € R es un elemento nilpotente de
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indice n'y a"" es regular von Neumann, podemos descomponer a = ea +
(1-e)a, siendo ea € eRe = M (S) un bloque de Jordan de tamafio n x n, donde
S es un anillo unitario, y (1 - e)a es nilpotente de indice menor que n para un
idempotente e € R tal que ae = ea. Este resultado hace posible caracterizar
la forma candnica de Jordan de un elemento nilpotente a tal que todas sus
potencias sean regulares von Neumann. Ademas, podremos caracterizar los
anillos primos de indice acotado n con un elemento nilpotente a € R del indice
ny tal que a"" es regular von Neumann como un anillo de matrices sobre un
dominio unitario. El contenido de este capitulo ha sido de gran utilidad para
describir los elementos ad-nilpotentes en algebras de Lie que proceden de
algebras asociativas con involucién [20], y su contenido puede encontrarse en
el articulo publicado [38].

En el ultimo capitulo sintetizamos los resultados mas relevantes de este trabajo,
resumiendo los métodos utilizados para llegar a ellos.
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CAPITULO 1- PRELIMINARES

1.1. Nociones basicas sobre algebras de Lie y sistemas de Jordan

Por un anillo de escalares ¢ entenderemos que ¢ es un anillo asociativo, con-
mutativo y unitario. Trataremos con algebras asociativas R, algebras de Lie L,

1
algebras de Jordan J y pares de Jordan V sobre un anillo de escalares ¢, con >

1
'3 € ¢. Nos referiremos a [43], [3], [56], [51] y [25] para los resultados basicos,

notacion y terminologia sobre algebras de Lie y sistemas de Jordan. A lo largo
de este capitulo vamos a ir introduciendo definiciones y resultados necesarios
para el desarrollo de los capitulos posteriores.

Definicidon 1.1.1. Un digebra de Lie L sobre un anillo de escalares ¢ es un
¢-modulo dotado de un producto bilineal [, ]: L x L = L anticonmutativo y
verificando la identidad de Jacobi, es decir,

[xLy.21) [ L2 1)+ 2 L]0

para, todo x, y, z € L.

Ejemplo 1.1.2. Sea R un algebra asociativa sobre un anillo de escalares ¢ cuyo
producto denotaremos por yuxtaposicion. Entonces el ¢-modulo R dotado con
el producto [x, y] = xy - yx para todo x, y € R es un algebra de Lie que deno-
taremos por R, Si R tiene involucion * podemos definir el conjunto de los
elementos antisimétricos de R,

Skew(R, *) = {X eR:x = —X}.

En este caso, se tiene que Skew(R, *) es un subalgebra de Lie de R\

Definicion 1.1.3. Sea L un algebra de Lie sobre un anillo de escalares ¢ y sea
X eL.

« Se define la aplicacion adjunta determinada por x, y la denotaremos por
ad :L —> L, alaaplicacion lineal definida, por ad, (y) = [x, y] para, todo y € L.

« Diremos que x es ad-nilpotente (en L) si existe n € N tal que ad, (L) =0.Enese
caso, se dira que n es el indice de ad-nilpotencia de x (sobre L) si adZ‘1 (L) #0.
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« A un elemento ad-nilpotente a € L cuyo indice de ad-nilpotencia sea menor o
igual a tres lo llamaremos elemento Jordan. En este caso, se define el nucleo de
a como el conjunto Ker.a = {X el:ad’ (X) = O}.

« Diremos que x € L es un divisor absoluto de cero si x es un elemento
ad-nilpotente en L con indice de ad-nilpotencia menor o igual a dos.

« Sedira que L es no degenerada si L no tiene divisores absolutos de cero no nulos.

Definicion 1.1.4. Sea L un algebra de Lie sobre un anillo de escalares ¢.
« Diremos que L es un algebra de Lie prima si [/, J] # O para todo par de ideales no
nulos [, Jde L.
« SiL esun algebra de Lie prima y no degenerada, diremos que L es un algebra
de Lie fuertemente prima.

Se tiene la siguiente caracterizacion para algebras de Lie fuertemente primas
([33, Theorem 1.6]).

Teorema 1.1.5. Sea L un digebra de Lie libre de torsion 2 y 3 sobre un ani-
llo de escalares ¢. Entonces L es fuertemente prima si, y solo si, para todo
X, y € L tales que [x, [y, L]] =0, se tieneque x =00y = 0.

Definicion 1.1.6. Sea L un algebra de Lie sobre un anillo de escalares ¢ y sea

B un submodulo de L. Diremos que B es un ideal interno abeliano de L si [B, [B,
L]l c By [B, B] = 0. En ese caso, definimos el nucleo de B como

Ker,B={x<B:[B,[B,x]]-0}.

Observacion 11.7. Todo elemento b € B es un elemento Jordan de L, ya que
ad; (L)=[b.[b.[b. L]]]=[B,B] =0,

Ejemplo 1.1.8. Sea L un algebra de Lie sobre un anillo de escalares ¢ y seaa €
L un elemento Jordan. Si L es libre de torsion 3, entonces [a], = [a, [0, L]] y (a),
= [a, [a, L]] + ¢a son ideales internos abolianos de L [14, Lemma 1.8]. Ademas,
si L es no degenerada, por [30, Lemma 3.7]

Ker,a =Ker, (a)L =Ker, [a]L .

Definicion 1.1.9. Sea ¢ un anillo de escalares. Un digebra de Jordan es un
¢-modulo J junto con dos aplicaciones cuadraticas
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Usd—>End,(J) v () :dod

verificando las siguientes identidades en todas las extensiones por escalares
de J:

1.x20y = UW(X),
2.xo0U(y) =U(xoy),
3. (x2)2 = U (x?),

4. (U, )2 = UU,0),
5.U2=12,

6. Uy, = UU,U,

paratodox,y € J, dondexoy = (x+y)’-x*-y*-y U, y) = (U,,
para, todo x, y, z € J [51, 1.6].

- U, - U)(y)
Observacion 11.10. Como vamos a trabajar con anillos de escalares ¢ tales que
% € ¢, por [42, 1.4] podremos caracterizar un dlgebra de Jordan como un

¢-modulo J dotado con un producto bilineal, que denotaremos por e, satisfa-
ciendo las siguientes condiciones:

T Xey=yeXxy
2.x2e(yex)=(x2ey)ex

paratodo x, y € J, donde x? = x « x.

Ademas, para cada x € J, se define la aplicacion U, : J - J dada por Uy = 2x «
(x » y) —x2 o y paratodo y € J.

Ejemplo 1.1.11. Sea R un algebra asociativa sobre un anillo de escalares ¢, con
% € ¢. Entonces el p-mddulo R dolado con el producto xey = %(xy + yx) para

Todo x, y € R es un algebra de Jordan que denotaremos por R*. Si R tiene invo-
lucion * podemos definir el conjunto de los elementos simétricos de R,

H(R,*):{Xesz*zx}.

En este caso, se tiene que H(R, *) es un subalgebra de Jordan de R,

Definicion 1.1.12. Sea J un algebra de Jordan sobre un anillo de escalares ¢.
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Diremos que J es especial si J es un subalgebra del dlgebra de Jordan R"
definido por un algebra asociativa R sobre ¢. En otro caso, diremos que J es
excepcional.

Definicion 1.1.13. Sea J un algebra de Jordan sobre un anillo de escalares ¢
1
tal que — € ¢.
que 7 ¢

« Un ¢-submodulo [ de J se dira que es unideal de Jsil« J C .

» Sean |/, K dos ideales de J. Diremos que J es prima, sil « K = 0 implica
I=00K=0.

+ Unelemento x € J se dira que es un divisor absoluto de cero si U, J = 0.
Diremos que J es no degenerada si no tiene divisores absolutos de cero no
nulos.

« Diremos que J es fuertemente prima si J es prima y no degenerada.

En [2, Lemma 1.13] aparece la siguiente caracterizacion para algebras de Jordan
fuertemente primas.

Teorema 1.1.14. Sea J un dlgebra de Jordan sobre un anillo de escalares ¢.

Entonces J es fuertemente prima si, y solo si, para todo x, y € J tales que U U-
Uy= 0, setienequex =00y =0.

J

Teorema 1.1.15. [27, Theorem 2.4] Sea L un digebra de Lie sobre un anillo

de escalares ¢ tal que % %e ¢y sea a e L un elemento Jordan. Entonces L
1

dotado con el producto definido por xey = 5[[& a],y], paratodox, y €L, es

un dlgebra no asociativa, denotada por L9, tal que:

1. Ker,a es un ideal de L.
2. L, := LY/Ker,a es un digebra, de Jordan, cuyo operador U viene dado por

Uy = ladiadf)b,
8
para todo x, y € L, donde X denota la clase de equivalencia de x respecto de

Ker a.

Definicion 1.1.16. Sea ¢ un anillo de escalares. Un par de Jordan es un par de
¢-modulos V = (V*, V7) junto con dos aplicaciones cuadraticas
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Q*:V*—>Hom¢(V‘,V*)

Q‘:V‘—>Hom¢(v*,V‘)

verificando las siguientes identidades en todas las extensiones por escalares
de V:

1.07(x, )@ =QD" (y, x),
2 0°(@ (4).9) =0 (%0 (),

3. @, =070,°Q,

para, todo x € VP y para todo y € V%, con 0 = #, y donde
D7 :V7 <V >End, (V7)
es la aplicacion bilineal dada por
D7 (x y)(2)= @7, (v)-Q () - (v)

para, todo x, z € \V* y para todo y € V°.
Observacion 11.17. Como vamos a trabajar con anillos de escalares ¢ tales que
1

%, 3 e ¢, por [51, Proposition 2.2], vamos a poder caracterizar un par de Jordan

como aquellos pares de ¢-moddulos V = (V*, V-) dotados con dos aplicaciones
trilineales

(L} VixVoxve s v,

{}:V xVixv 5V
tales que {x, y, z} = {z,y. x} y

{x, y.{uv, z}}—{u, v Xy, z}} :{{X, y.ub,v, z}—{u, {y, x, v}, z}

para, todo x, z, u € \V° y paratodo y, v € V° con 0 = +.
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Por ello, de ahora en adelante, las definiciones y resultados sobre pares de
Jordan las sustituiremos por sus caracterizaciones equivalentes en funcion del
producto triple

{,,}:V" x V7 x\V° Ve,

cono = %,
Ejemplo 1.1.18. [30, Lemma 3.2 (a)] Sea L un algebra de Lie sobre un anillo de
escalares ¢, con % %e¢, y sea B c L unideal interno abeliano de L. Asociado

a B podemos considerar el subcociente (B, L/Ker,B), que es un par de Jordan
con productos

(b, x b, =[[b, x]. b, ]y {x b, v} =[[x. b]. v]

para, todo b,, b, € By para, todo X,y € L/Ker B, donde x = x + Ker,B,
y =y +KerB.

En particular, sia € L es un elemento Jordan, ([a, [a, L]], L/Ker, [a]) y ([a, [a, L]]
+ ¢a, L/ Ker (a),) son pares de Jordan.

Observacion 11.19. Sea V = (V*, V-) un par de Jordan sobre un anillo de esca-
lares ¢, con % %eqﬁ, y seaa e V' o= . El p-mddulo VP tiene estructura de

algebra de Jordan con el producto dado por oy :%{X, a, y} paratodo x, y €

. Esta algebra de Jordan se denota por V@ y se denomina el algebra a-ho-
motopa de V [51, 1.9].

Si L es un algebra de Lie no degenerada sobre un anillo de escalares ¢, con
11
5 §€¢, y a € L es un elemento Jordan de L, podemos considerar el par de
Jordan V = ([a, [a, L]] + ¢a, L/Ker (a),). Entonces V'@ coincide con el alge-

bra de Jordan L, con el producto y.y:%[[xr CI], y] para todo x, y € L

[30, Remark 3.6].
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Definicion 1.1.20. Sea ¢ un anillo de escalares. Un par asociativo A = (A*, A7)
es un par de ¢-modulos dotado con dos aplicaciones trilineales

A’ x A7 x A > A°
(x.y.2)P xyz
tales que
uv(xyz) = u(vxy)z = (uvx)yz
paratodo x, z, u € A°y paratodo y, ve A donde 0 = +.
Ejemplo 1.1.21. Sea ¢ un anillo de escalares y sea R un algebra asociativa
sobre ¢. Entonces V = (R, R) con producto triple dado por xyz para todo

X, Y, Z € R es un par asociativo.

Ejemplo 1.1.22. Si X e Y son dos ¢-modulos sobre un anillo de escalares ¢,
entonces el par

V= (Hom¢ (X, Y), Hom, (Y, X))

con el triple producto f.g.f, y g9.f,9,, paratodof, f, € Hom¢(X, Y) y paratodo g,
g, € Hom¢(Y, X), es un par asociativo.

Observacion 11.23. Si A = (A*, A) es un par asociativo sobre un anillo de
escalares ¢, entonces el par (A*, A”) con producto Q7 (y):xyx para todo

x € A°y paratodo y € A% donde ¢ = +, es un par de Jordan que denotaremos
por V = (A*, A7)

Si % % € ¢, en términos del producto triple tenemos que V = (A*, A-)*) es un
par de Jordan con productos

{x, Y, z} = Xyz+zyxy{y, X, t} = yxt +txy

paratodo x,ze A°ytodoy, te A para o = +.
Definicion 1.1.24. Sea V = (V*, V) un par de Jordan sobre un anillo de esca-

1 1
| -, = )
ares ¢, con 23 € ¢
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« Diremos que el par de ¢-moddulos S = (S*, S7) es un subpar del par de Jordan
V = (V*, V) silos nlédulos S° son submodulos de Ve tales que {S°, S-¢, S} c S°,
para o = *.

« Unideal de V es un par de ¢-modulos | = (I*, I7), con [° C \~, tales que

s Al v vepe{ve e veler

para o = %.
o Seal = (I*,I") unideal del par de Jordan V = (V*, V). Definimos el anulador de |
como el par de ¢-modulos

Ann, (l) = (Annv (l)+ , Ann, (l)f)
donde Ann (/)¢ es el conjunto de todos los elementos x € V* tales que
(1o veb={im, v, xp=0,{1", x, v} =0
para o = +. En este caso, se tiene que Ann (/) es un ideal de V.
« Dados dos pares de Jordan V = (V*, V-) y W = (W*, W-) sobre el mismo anillo de

escalares ¢, un homomorfismo entre V'y W es un par de aplicaciones
¢-lineales, @ = (@*, @), con @°: V° > We, para o = =, tales que

o (% y.2})=lo" (x). 0 (v). 0" (2)}

para todo x, z € \# y para, todo y € V9 ¢ = +. Tal y como ocurre en el caso de
las algebras asociativas, se tiene que la imagen de un homomorfismo de pares
de Jordan ¢ : V = W es un subpar de W'y el nucleo es un ideal de V.

« Diremos que el par V es primo si {I°, J= I°} =0, parac = #, implical=00J =0
para ideales cualesquiera /, J de V.

« Un par de Jordan V es no degenerado si no tiene divisores absolutos de cero no
nulos, es decir, si para todo x € \# tal que {x, V¢, x} = 0, entonces x = 0, donde o
= +. Diremos que V es fuertemente primo si V es primo y no degenerado.

Por [2, Lemma 1.10] se tiene la siguiente caracterizacion para pares de Jordan
fuertemente primos.

Teorema 1.1.25. Sea V = (\*, V") un par de Jordan sobre un anillo de escalares
¢. Entonces V es fuertemente primo si, y solo si, para todo x, y € \V° tales que
QjQ\;i’aQ;’ =0, setienequex=00y =0 (0 = %).

Definicion 1.1.26. Sea ¢ un anillo de escalares y sea V = (V*, V) un par de

Jordan. Diremos que V es especial si V es un subpar del par de Jordan (A*,A")®
para algun par asociativo A = (A*, A-) sobre ¢.
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Ejemplo 1.1.27. [25] Un ejemplo de par de Jordan especial que sera relevante
en lo que sigue es

V =(Hom, (X, ), Hom, (Y, X))M,

donde X e Y son dos ¢-modulos sobre un anillo de escalares ¢.

Definicion 1.1.28. Sea L un algebra de Lie sobre un anillo de escalares ¢. Una
Z-graduacion finita es una Z-graduacion no trivial de L tal que el soporte, suppL
={meZ:L_# 0}, esfinito. En este caso

L=L oL . ©.0L&. 6L oL

~(n-1)

para algun entero positivon € Z. Si L+ L _# O, diremos que esta Z-graduacion
es una (2n + 1)-graduacion.

Observacion11.29.SiL =L @ ... @& L_esun algebra de Lie (2n + 1)-graduada

sobre un anillo de escalares ¢, con l 1 e¢ entonces V= (L_, L )esunparde
Jordan con productos 23

bov.2f=[[xy] 2]yly xtf=[[y. <t

paratodox,ze L  yparatodoy,tel [62, p.351]. Aeste parde Jordan se le
denomina par de Jordan asociado a L.

Definicion 1.1.30. Sea L un algebra de Lie sobre un anillo de escalares ¢. Una
Z-filtracion {F},., €s una cadena de submodulos de L

.ckF,cF,cF,cFcFc..

tal que [F,.,Fj] C F/H para todo i, j € Z. Diremos que esta filtracion es acotada si

existenn, m € Z, conn <m, tales que F, = O paratodoi=ny FJ L para todo
jzm.

Observacion 11.31. Si {F},_, es una Z-filtracion de un algebra de Lie L sobre ¢,
podemos considerar el ¢p-modulo

BN A

I

1
[, L [,
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con el producto [ X,y |=[x,y |eF,, /F,,, para todo X=x+F_ € F /F_ y para
todo y = y+Fj_1 € ﬁ /I—'j_1 . De esta, forma, tenemos que L tiene estructura de
algebra de Lie Z-graduacla sobre ¢, y se le llama dlgebra de Lie Z-graduada

inducida, por la, Z-filtracion {F,}iéz.

Ejemplo 1.1.32. [35, Theorem 1.2] Sea L un algebra de Lie sobre un anillo de

escalares ¢, con 1 1 e¢- Sea a € L un elemento Jordan y consideremos los
conjuntos 23

G =0,i<-3, G,= [a, [a,L”+ 0a, G,= [a, KerLa] + ¢q,

G, Z{XELI X, a]e[a, {a, L”} G,=Kera, szL, j>2.

Asi, tenemos que {G}i_, es una Z-filtracion acotada de L. A esta filtracion se le
denomina filtracion principal de L definida por a.

1.2. Centroide extendido y clausura central

En esta seccion trabajaremos con anillos no necesariamente unitarios. Nos
referiremos a [9, Chapter 2] y a [25] para la definicion y propiedades sobre el
centroide extendido de un anillo semiprimo.

Definicion 1.2.1. Un anillo R se dira que es semiprimo si I> # O para todo ideal
no nulo / de R. Diremos que R es primo si IJ # O para, todo par de ideales no
nulos /, J de R.

Observacion 1.2.2. Se tiene que R es semiprimo si, y solo si, aRa # O para todo
elemento no nulo a € R. Analogamente, R es primo si, y solo si, aRb # O para,
todoa, beR,cona, b#0.

Definicion 1.2.3. Sea R un anillo y sea [ un ideal de R.
« SiRtiene involucion *, se dira que | es un *-ideal de R si y* € | paratodo y € .
« Diremos que R es *-primo si IJ # O para, todo par de *-ideales no nulos /, J de R.
« Sedirda que | es unideal primo de R si R/l es primo.
« SiRtiene involucion *, se dird que un *-ideal | de R es *-primo si R/l es *-primo.

Observacion 1.2.4. Si R es un anillo semiprimo, por [53] y [16], se tiene que
existe una familia de ideales primos, {/ },_, tal que N/ =0y, por tanto, R

ael!
el

puede verse como producto subdirecto de anillos primos.
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Analogamente, si R es un anillo semiprimo con involucion *, entonces existe
una familia de x-ideales *-primos, {I }_,, talque N/ =0y, por tanto, R puede

ael!
aeA

verse como producto subdirecto de anillos *-primos.

Definicion 1.2.5. Sea R un anillo y sea | un ideal de R.
« Diremos que [ es un ideal esencial de R siln J # O para totodo ideal J no nulo de
R.
« SiRtiene involucion * e [ es un *-ideal de R tal que I n J # 0 para todo *-ideal
no nulo J de R, diremos que | es un *-ideal esencial.

Definicion 1.2.6. Sea R un anillo semiprimo y denotemos por € al conjunto de
los ideales esenciales de R. Sil, J € €, entonces I n J, IJ € €. Consideremos el
conjunto

{(£.1):1eyf:l, >R},

donde por f: 1, > .. entendemos que f es un homomorfismo de R- modu-
los por la derecha. Diremos que los pares (f, I) y (g, J) estan relacionados, y
lo denotaremos por (f, I) ~ (g, J), si existe un ideal esencial K c In J tal que
f (x) = g(x) para, todo x € K. De esta forma, se tiene que ~ es una relacién de
equivalencia. Por [f, I] denotaremos a la clase de equivalencia de (f, /).

En estas circunstancias, el conjunto de las clases de equivalencia anterior con
las operaciones

[FN+1g J=I[f+glndl, [f1-1g J=1Ifg (InJ)]

tiene estructura de anillo unitario [9, Chapter 2], A este anillo unitario se le
denomina el anillo de cocientes de Martindale por la derecha de R, y se denota

por Q. (R)-

Observacion 1.2.7. Notese que si R es un anillo semiprimo, entonces la apli-
cacion ¢:R—Q; (R). dehiiicla por @(r) = [A, R] para, todo r € R, donde A, :
R - R viene dado por A (x) = rx para, todo x € R, es un monomorfismo de
anillos, es decir, R puede considerarse subanillo de su anillo de cocientes de
Martindale por la derecha. Ademas, dado cualquier 0 # g :[f, l] eQ[n(R), se
tiene que 0 # g/ C R, con lo que todo subanillo S de Q;SR que con tenga a
R es semiprimo (primo, si R es un anillo primo), ya que todo’ideal no nulo de S
tiene interseccion no nula con R.
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Definicién 1.2.8. Sea R un anillo semiprimo y sea Q' (R su anillo de cocien-
tes de Martindale por la derecha. Se define el anillo simétrico de cocientes de
Martindale de R como el conjunto

@ (R)={aeQ,(R):3 un ideal esencial J de R tal que qJ + Jg C R}.

Observacion 1.2.9. Como R es un anillo semiprimo, entonces Q” (R) es un anillo
semiprimo, ya que Q¢ (RFQ es un subanillo de Q] (R) que contiene a R.
Observacion 1.2.10. Si R es un anillo semiprimo con involucion*, podemos
reemplazar el conjunto de ideales esenciales por el conjunto de *-ideales
esenciales en la definicion del anillo simétrico de cocientes de Martindale.
Esta involucion puede extenderse de forma unica a Q; (R) de la siguiente
manera: sea g :E]‘, /J eQ (R) donde / en un x-ideal esencial de Ry f: I, > R,
es un homomorfismo de R-modulos por la derecha. Entonces g* = [g, /], donde
gly) := (f (y*))* para todo y € | ([8. p. 858-859]).

Definicién 1.2.11. Sea R un anillo semiprimo y sea Q: (R) su anillo simétrico
de cocientes de Martindale. Se define el centroide extendido de R, y se denota
por C(R). como el centro de @ (R).

Definicion 1.2.12. Sea R un anillo y sea a € R. Se dira que a es regular von
Neumann si existe b € R tal que aba = a. Sitodo elemento de R es regular von
Neumann, diremos que R es regular von Neumann.

Teorema 1.2.13. Sea R un anillo semiprimo. Entonces C(R) es un anillo asocia-
tivo, conmutativo y regular von Neuman ([9, Theorem 2.3.9 (iii)]). En particular,
C(R) no tiene elementos nilpotentes. Ademds, si R es primo, entonces C(R) es
un cuerpo ([9. p. 70]).

Definicion 1.2.14. Sea R un anillo primo con involucion . Diremos que * es de
primera especie si la involucién inducida en C(R) es la identidad. En otro caso,
diremos que * es de segunda, especie.

Definicion 1.2.15. Sea R un anillo semiprimo. Se define la clausura central de R
como R = C(R) + C(R)R. Diremos que R es centralmente cerrado si R coincide
con su clausura central.

Observacion 1.2.16. R puede verse como subanillo de R. Asi como R es un
subanillo de Q7 (R) que contiene a R, entonces R es semiprimo.

Por otra parte, cuando R tiene involucion *, podemos extender esta involudn a

R, ya que * puede extenderse a Q°, (R) y posteriormente restringirse de Q° (R)
a C(R):Z(Q:1 (R)) Ademas, si R es un anillo primo centralmente cerrado y
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libre de torsion 2 con involucion * de segunda especie, entonces existe 0 #
A\ € Skew(C(R), *), con lo que A? = 0 tiene in verso en H(C(R), *) y, por tanto,

R = H(R, *x) @ Skew (R, *) = N2H(R, =) & Skew (R, *) C
ASkew (R, *) @ Skew(R, *) Cc R,
con lo que R = ASkew(R, *) @ Skew(R, *).

En el caso en el que R sea *-primo pero no primo, siempre existe 0 # A €
Skew(C(R), *) tal que R = ASkew (R, *)@® Skew(R, *) ya que, en este caso, existe
unideal no nulo /de Rtalque In I* # O, por lo que podemos definir un elemento
antisimétricononulo A : I @ I* > R en C(R) dado por A(x + y) = x — y para todo
x € lytodoy € I* (ver [21, §2.4]).

Aunque hemos trabajado con anillos, los conceptos de centroide extendido y
clausura central tienen analogos en algebras asociativas. Supongamos que R
es un algebra asociativa semiprima sobre un anillo de escalares ¢. De manera
analoga, podemos definir el digebra de cocientes de Martindale por la derecha
de R, y se denota por Q, (R), y el digebra simétrica de cocientes de Martindale
de R, Q;(R). El centroide éxtendido de R es C(R):Z(Q;(R)) y la clausura
central de R es R = C(R) + C(R)R. Diremos que el algebra R es centralmente
cerrada si R coincide con R (ver [25, p. 15], [32] y [55]).

1.3. Algunos conceptos en anillos

Trataremos con anillos R no necesariamente unitarios R. Si R no tiene unidad,
por expresiones del tipo (1 - x)y, para x, y - R, entenderemos y - xy € R. Usa-
remos como referencia el libro de K. R. Goodearl [39].

Recordemos que un elemento a en un anillo R se dira que es regular von Neu-
mann si existe b € R tal que aba = a. Ademas, si todo elemento de R es regular
von Neumann, diremos que R es regular von Neumann.

Definicion 1.3.1. Sea R un anillo y sea a € R. Si R tiene unidad, diremos que a
es unit-regular si existe b € R invertible tal que aba = a.

Definicion 1.3.2. Sea Run anilloy seaa € R.
« Diremos que a es nilpotente si existe m € N tal que a™ = 0.
« Sies anilpotente. se dira que el indice de nilpotcncia de aesnsia”=0ya™" = 0.
En particular, O es nilpotente de indice 1.
« Diremos que a es nilpotente de indice maximal si a es nilpotente de indiceny R
no tiene elementos nilpotentes de indice mayor que n.
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Definicion 1.3.3. Sea Run anilloy seane, f € R.
« Diremos que e es idempotente si e? = e.
« Siey fson dosidempotentes tales que ef = fe = 0. se dird que ey f son
idempotentes ortogonales.

Definicion 1.3.4. Diremos que un anillo R es regular abeliano si R es regular
von Neumann y todo idempotente es central, es decir, si todo idempotente de
R esté contenido en Z(R), el centro de R.

Observacion 1.3.5. Por [39, Theorem 3.2], se tiene que un anillo regular von
Neumann R es regular abeliano si, y solo si, R no tiene elementos nilpotentes
no nulos.

Definicidon 1.3.6. Sea R un anillo no necesariamente unitario y sean |, J dos
ideales de R. Diremos que R es indescomponible (como anillo) siR =1& J
implical=0yJ=R.obien/=RyJ=0.

Observacion 1.3.7. Si R es un anillo indescomponible, entonces los Unicos idem-
potentes centrales son Oy 1.

En efecto, si R es indescomponible y e € Z(R) es un idempotente de R,
entonces R = eR @ (1—e)R. donde eR y (1 - e)R son ideales de R. Por lo Lauto,
0eR=0y(1-e)R=R,obieneR =Ry (1-e)R = 0. En cualquier caso, se tiene
quee=00e =1
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CAPITULO 2. FILTRACION ASOCIADA
A UN IDEAL INTERNO ABELIANO

Sea L un algebra de Lie y sea B un ideal interno abeliano de L. En este capitulo
vamos a demostrar que, cuando existe n € N tal que [B, Ker B]" c B, el ideal
interno abeliano B induce una filtracion acotarla, en L donde B es el primer
submadulo no nulo de la filtracién. Ademas, el par de Jordan asociado al alge-
bra de Lie Z-graduada inducida por esta filtracidon coincide con el subcociente
determinado por B. Esta filtracion extiende a la filtracion principal inducida
por un elemento ad-nilpotente de indice menor o igual que tres definida en
[35]. El contenido de este capitulo esta recogido en el articulo [37], el cual se
encuentra enviado para su publicacion.

2.1. La condicion [B, Ker,B]" c B

Veamos en primer lugar que la condicion [B, Ker B]" c B se verifica en las
algebras de Lie mas usuales.

La siguiente proposicion pertenece al articulo publicado [36]. Por el contexto
de la seccion se ha decidido poner en este capitulo.

Proposicion 2.1.1. Sea R un dlgebra asociativa prima centralmente cerrada
sobre un anillo de escalares ¢, tal que % , % € ¢, y sea B un ideal interno
abeliano de R-. Entonces se verifica:

1. Para todo b € B, existe un unico A\, € C(R) tal que (b - A,)*=0.

2. B :={b-\,:b e B}esunideal intemo abeliano de R"” tal que B' B' = 0
y B'(KerR(_)B)B’ =0.

3. Bx:=B+B' RB' es unideal interno abeliano de R tal que Ker - Bx coin-
cide con Ker - B.

4. [[B*, Kery-)Bl, [B*, Ker,-) B] c Bx, con lo que tanto [Bx, Ker ) B] como
[B, Ker ) B] son nilpotentes de indice menor o igual que 3.
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Demostracion.

1.

42

Por [19, Theorem 3.2] para todo b € B, existe un Unico A, € C(R) tal que
(b-A)*=0.

Para cualquier b € B, consideramos b' = b - A,, donde A, es el unico ele-

mento de C(R) dado en el punto anterior. Veamos primero que B' B' = 0.
Paratodo b, c € By todo x € R, tenemos que

(b c’|=[b-A,c-2 ]=[bc]-[b A ]-[ A, c]+[4, 2 ]=]b.c]
con lo que
=[b.c]=[b"c]=b",c'-cb’
y
0=[c.[b,[b x]]]=[c.[p.[b x]]]=2[c’ bxb]=-2(cbixb ~bixbc),

Luego, por [19, Corollary 2.14], existe \, € C(R) tal que c'b’ = A\, b". Anédlo-
gamente, existe A, € C(R) tal que b'c' = A¢". Por lo tanto,

0=2b'b"=b'Ab" =b'c'h’=A,c'b’
y, como C(R) es un cucrpo, entonces b'c' = c'b' = 0.
B' es un submaddulo de R, ya que para todo b, ¢ € B, se tiene que
(b+c—, -2 ) =(b'+c') =b? +bc'+c'b' +c% =b? +2b'c’ +¢” =0,

conloqueb'+c' = (b+c) e€B'. Veamos entonces que [B', [B', R]] c B".
Por una parte, tenemos que

(b [c, x]]=[b= A, [c- 4. x]]=
[b.[ecx]]=[ A [e x]= [, [ 2 x]]# [Ar [2, x]]=[ b, e x]|<B

para todo b, ¢ € By paratodo x € R. Ademas, como
[b’, [c’, xﬂ =b'c’x —b'xc'-c'xb"+ xb'c’

y B'B' = 0, entonces [b’, [c', x]]?> = 0. con lo que [b', [c', x]] € B".
Por ultimo, si z € Kery-) B,
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0= [b, [c, zﬂ - [b', [c’, z]] = -b'zc'—c'zb'
con lo que
b'zc'=-c'zb'

y, por tanto,

1 1 ’ ’ ’ _ ’ ’ ’ —
0= —E[c, [[2.[0.x]]. 2]]- —E[c (o [0 x]] 2]]=[e [0, 2]] -

—b'xb'zc' —c'zb'xb" =b'xc'zb" + b'zc'xb'.
Aplicando de nuevo [19, Corollary 2.14], existe u, € C(R) tal que b'zc' = ub'.
Intercambiando los papeles de b'y ¢' en el argumento anterior, obtenemos
que existe 1, € C(R) tal que c'zb" = p,¢', conlo que pb'=b'zc'=c'zb'=—p,c’.
Sib'y c¢' son linealmente independientes sobre C(R), entonces b'zc' = 0.
Si por el contrario existe a € C(R) tal que ¢' = ab’, entonces

O=a[b,[b z]]=a[b [, z]]=a(-2b2b") =
—2(ab’)zb’ =-2¢'zb' =2b'zc/,

obteniendo de nuevo que b'zc' =0, con lo que B’(KerR(_)B)B— =0.

Paratodo b, c € B, b}, b,, c;,c, B’ y X, y, u€ Rtenemos que

[b+bixby, [c+ciycy, ul]=[b'+bixby, [ ' +ciycy, u]|=

~(c"+cjycy Ju(b'+bixby ) (b’ +bixb, Ju(c' +ciyc, ) e B'RB"
lo que implica, que Bx es un ideal interno abeliano de R-.
Ahora, si z € Ker,)B, para todo b, ¢ € B, b, b!, ¢/, c,eB X, ¥ €R,
tenemos que

[b+bixby, [c+ciyey, z]|=[ b+ byby, [ ¢ +ciyey, 2]]=0,

ya que B'(Ker,-B)B' = 0y, por tanto, Ker,-B c Ker,-)B*. La contencién
Ker B C Ker-)B es trivial, ya que B C B,
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4. Como Kery-)B = Kery-)B*, entonces
[B", [Ker B, [B’, Ker - Bll] = [[B’, Ker,B], [B’, KerB]].
Seanb,ceB"yu, v eKeryB. Por 1, paratodo b € B" existe A, € C(R) tal
que b-A, € B'+B'RB'. Para todo b € B’, denotaremos por b' al elemento
b - A, € B+ BRB'. Entonces
a) Como B'B'=0Yy B'(Ker,-B)B' = 0, tenemos que
[[b, ul, [c, ull = [[p', u], [c', ull =
b'uc'u-b'uc' —ub'c'u + ub'uc' -c'ub'u+c'u?b' +uc'b'u-uc'ub' =
b'(-u?)c' + c'u*b' € B~
b) 2[lb, ul, [b, VIl = [b, b, [u, v]]] € B".
c) Como
2([lb, ul, [c, vII + [lc, ul, [b, VI]) =
[b+c, [b+c, [u VIl -2[b, b, [u, V]]] - 2[c, [c, [u, v]]] € B’
por b), entonces
[[b, ul, [c, vI] = [[b, V], [c, ull = [Ib, u], [c, V] + [[c, ul, [b, V]] € B".
d) Usando a), tenemos que
[[6u].[ev]]+ (o] [ew])-
[[b, u+v][cou+ vﬂ - [[b ul.[e uﬂ - [[b v].[e vﬂ eB".

e) Como

[o.0)[ev]]-[[5.v] [e.u)e8

[o.0][ev]J+[[b.v) o] <"

entonces [[b, u], [c, v]] € B, es decir,

a4



CAPITULO 2. FILTRACION ASOCIADA A UN IDEAL INTERNO ABELIANO

HB*, Ker, 8] [B" KerR(_)BﬂcB*.

Luego

(5 ke B [[8 kery B [8, kery ]|
CHB*, Ker, )B} B*} 0

y, por tanto

HB, KerRHB} HB Ker,, )B] [B, KerRHBJﬂ
clIB*, Ker, 8. B*}=O,

ya que [B, Kery-B] c [B, Ker,-)Bl. ]
Observacion 2.1.2. Acabamos de ver que en un algebra asociativa prima
R, centralmente cerrada y sobre un anillo de escalares ¢, con 11 ep,

2'3

[B, Ker,-)B] es nilpotente de indice menor o igual que 3 para todo ideal interno
abeliano B de R, Podemos extender este resultado a algebras asociativas
semiprimas. De hecho, dado un ideal interno abeliano B de un algebra asocia-
tiva semiprima R, como R es un producto subdirecto de algebras asociativas
primas R, B se descompone en un producto subdirecto de ideales internos

abelianos B, de R.. Para cada i, consideremos la clausura central R,, y , exten-
damos B, a un |deal interno abeliano B; _C( )B de R Asi, tenemos que

{Bf, Kerﬁ(,) 8,1 es nilpotente del indice menor o igual que 3 para cada iy, por

tanto, [B, Ker-B] es nilpotente de indice menor o igual que 3. Luego, se tiene
entonces que

HB, Ker, 8], B, ker, 8], B, KerR(f)Bm 0.

Corolario 2.1.3. Sea R un dlgebra asociativa semiprima sobre un anillo de

escalares ¢, con % %e ¢, y sea B un ideal interno abeliano de R-). Entonces
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[B, Ker-B] es una subdigebra nilpotente de R de indice menor o igual que 3.
Veamos ahora qué ocurre si R es un algebra asociativa con involucion .

Proposicion 2.1.4. Sea R un digebra asociativa centralmente cerrada, con

involucion x, sobre un anillo de escalares ¢ tal que % % % e ¢ . Supongamos
que R es »-prima. Sea L = Skew(R, *) y sea B un ideal interno abeliano de L.
Entonces [B, Ker B] es una subdigebra de L nilpotente de indice n, donde n
depende de las siguientes condiciones:

1. SiRes x-prima pero no es prima, o R es prima y * es de segunda especie,
entonces n =< 3.

2. SiResprimay *es de primera especie, entonces n < 4. En particular,
si[L, L] =0, entonces n="1. En otro caso, b® =0 paratodob € By

» 0 bien existe b € B tal que b®* = 0, pero b? # 0. En este caso n = 2
y L admite una 3-graduacion L =L e L e L,conB=L_yKerB =
LielL,

« 0bienB?=0yn < 4. Si, ademds, B(KerLB)B =0, entonces n < 3.
Demostracion.

1. SiRes *-prima pero no prima o si es prima y la involucion x es de segunda
especie, existe un elemento antisimétrico no nulo A € C(R) tal que
R = Skew(R, *) @ ASkew(R, *). En este caso se tiene que B=B+ AB es un

ideal interno abeliano de Ry Ker B= Ker B+ AKer,B. Por el teorema
R

anterior, tenemos que es nilpotente de indice menor o igual

é, Ker 0 B
R

que 3, con lo que [B, Ker, B] es nilpotente de indice menor o igual que 3
por el punto 4 de la Proposicion 2.1.1.

2. Silainvolucion es de primera especie y [L, L] = 0, entonces es obvio que
[B, Ker,B] = 0. Si [L, L] # 0 entonces, por [17, Proposition 6.2], b*= 0 para
todo b € B.

« Siexiste b € B tal que b? # 0, entonces B es un ideal interno Clifford
de L. Veamos que L es un algebra de Lie 3-graduada con L_, = B. Por
[18, Definition 3.1], b es un elemento Clifford de R, b? es regular von
Neumann de R por [18] y existe d € H(R, *) tal que d? = 0, b2db? = b?
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y db?d = d. Asi, se tiene que e = db? es un *-idempotente ortogonal,
es decir, e2=e y eex = 0 = exe (ver [18]) y, por [18, Proposition 3.5],
e induce una 3-graduacion en L con

( T1-e Le),

L k(eRe (1 e- e*)L(1 e-e )

L =k(eL(1-e)),

donde k(x) = x - x* para todo x € R. Por [18, Proposition 3.6(4)] b €

K((1-e)Le) = L_,. Por otra parte, el ideal interno abeliano contiene a
b, ya que

| b, [ b, ~(bd +db) | =~[ b, b*d + belb ~ bdb - db” | =
~(b°d - bdb” ~b*db +db® ) = bdb® + b’db = b

por [18, Proposition 3.6(3)]. Aplicando [17, Proposition 6.2], [b, [b, L]]

es un ideal interno Clifford y un ideal interno abeliano maximal de L

por [17, Proposition 5.1(b)]. Luego [b, [b, L]l =B =L_,y, por tanto, B,

Ker B] es nilpotente con indice n menor o igual que 2. Notese que
n #1ya que, en ese caso,

B=[b,[b,L]]<[b Ker,B]=0.
Luego Ker B=L e L,y [B, Ker B] es nilpotente con indice n = 2.
Si b? = 0 para, todo b € B entonces, para todo b, b, € B.

0=(b,+b,) =b? +b2 +bb, +b,b =
b? +b? +2bb, =2bb,
yaqueO=[b, b,]=bb,-b,b, Luego
B? =0. (1)

Por otra parte, para todo z € Ker,B,

0=[b,[b, z]]=-bzb, ~b,zb,
es decir,

bzb, =-b,zb,. (2)
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En particular,
bzb=0 (3)
para, todo b € By para, todo z € Ker B.

Veamos ahora que (b,z,b,z,b.,)R(b,z,b,z,b,) = 0 paratodo b, b, b,e By

171727273 1727273
todo z,,z, € Ker B. Para, todo x € R tenemos que

(b,z,b,2,b,)x(b,z,b,2,b, ) = b,z,b,z,b,xb,2,b,2,b, =

171727273 1717272™3 371717272 171727273
. . ()
b,zb.x b,z,b,z,b,z,b, +b,z.b, (zzbzx - X b222)b1z1b222b3 =
1 *
0-2byz, b, [ b, 2,b,x = x'b,2, ] |2b,2,b, =

1" =2
1 . (**)
~—b,z, [bw [b zb X—(ZZb2X) ﬂzb zb, =0,

2 1" T272 1727273

donde (*) es por ser b,z,b,z,b, = 0 por (2) y (3) y (**) ocurre porque
(b, [b,z,bx - (z,b,X)*]] € B, con lo que pe)demos aplicar (2) y (3). Come
(b,z,b,z,b,)x(b,zb,z,b,) = 0 para, todo x € Ry R es prima, entonces

b.zb,z b, =0. (4)

171727273

Queremos ver que [B, Ker,B]* = 0. Como L es no degenerada por [11, Theo-
rem 2.10] y [34, Proposition 4.6], es suficiente con ver que para todo b,, b,,
b, b,eBytodoz, z, z, z, € Ker,B se tiene que

a:= [[bﬂ z, |, [[bzl z,], [[b3, 2], b 2, ]ﬂ

es un divisor absoluto de cero de L, es decir, [a, [a, L]] = 0.

Para todo u € L se tiene que [a, [a, u]] es una suma de monomios de la
forma

[B.2][B.2]B.2]B.2]B. Z,|[B. Z,][B. Z,][B, Z, |(u), (5)

coni, j, k I, m, n, o€ {1, 2, 3,4}, donde las letras mayUsculas denotan
aplicaciones adjuntas, es decir, X = ad,_ para todo x € R. Como [Bp, Zp](u)
= 7' € Ker,B, podemos reducir la expresion de cada monomio en (5) por
monomios de la forma

[B.2][B,2]B.2]8B.2][B. Z,][B. Z,][B. Z,](2)- (6)
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Expandamos estos corchetes y expresemos (6) como una suma de mono-
mios asociativos. Si dos o mas elementos de (B) aparecen juntos, el mono-
mio es cero por (1). Estudiemos el resto de monomios asociativos por
separado y demostremos que todos son cero.

El monomio empieza y acaba en elementos de Ker, B

z.b.z,b,..b,z

J17inTj2 i7 18

Este monomio contiene una subcadena de la forma b,z b, z b, y esto es
T2 2 3
cero por (4).

La cadena comienza con un elemento de B y termina con un elemento
de Ker B (o viceversa, la cadena comienza con un elemento de Ker, B 'y
termina con un elemento de B). Entonces dos elementos de Ker B deben
aparecer juntos en la cadena:
bﬂzﬂ b/kzij/k+1b¢ ’ b/7218
( bzz b. --~z.b.).
Jk 8~

Tk

Esto signica que en ambos lados de los dos elementos z,z, , de Ker,B
aparecen subcadenas de la forma b 4 b z, b/ , conlo que eI monomlo es
cero por (4).

La cadena comienza y termina con elementos de B. Tenemos entonces
dos posibilidades:

« Tres elementos de Ker B aparecen juntos:

bz --bzz .z b --Z.b

I )1 i KT KT k24 j8%i;

De nuevo, en ambos lados de los tres elementos de Ker, B que estan
juntos, aparecen subcadenas de la forma b z, b z, b, , por lo que el
monomio es cero por (4).

» Dos pares de elementos de Ker B aparecen juntos:

bz -bzz b ---bzz b --z.b

hh e e Ik Ika 70 T e j8%I,

Entonces, una de las subcadenas de antes, entre o después de los dos
pares de elementos de Ker, B es de laforma b, z,b, 7 b, , y de nuevo el
monomio es cero por (4).
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Hemos demostrado que todos los posibles monomios en la expansion
asociativa de [a, [a, u]] son cero para cada u € L y, por tanto, a = 0. Luego,
[B, Ker B] es nilpotente de indice menor o igual a 4.

Por ultimo, supongamos que B(Ker,B)B = 0 y veamos entonces que

[B, Ker,B]"=0conn = 3. Con5|deremos B:= B+ RBR, entonces B es unideal
mterno abeliano de R“Y, ya que

{é, [é, Rﬂ - [B +BRB, [ B+BRB, R]] -
[B +BRB, BR-RB+BRBR - RBRB] cBRBcB.

Ademas, como B(KerLB)B = 0, entonces

l:é, {é, KerLBH ~[B+BRB,[B+BRBKerB]|=
| B+BRB, B(Ker,B)—(Ker,B)B +BRB(Ker,B) - (Ker,B)BRB | =0,
con lo que Ker,B=Ker B BAL . Aplicando el punto 4 de la Proposicion 2.1.1,
R
B| es nilpotente de indice menor o igual que 3 vy, por lo tanto,

\B, KerRH

[B, Ker B] es también nilpotente de indice menor o igual que 3.

0

Observacion 2.1.5. Como toda algebra asociativa semiprima R con involucion
* es producto subdirecto de algebras asociativas *-primas R, dado un ideal
interno abeliano B de L = Skew(R, *) podemos considerar Ias proyecciones
B, de B sobre L, = Skew(R, *). Sea R; la clausura central de cada R,y sea

B =H(C(R,.), *)B,- el ideal interno abeliano generado por B, en L= Skew(f?f, *J .

es nilpotente del indice menor o igual a

Por el teorema anterior, |Bi, Ker; B,
4, conlo que [B, Ker , B] es nilpotente de indice menor o igual a 4 para cada

i. Luego, [B, Ker B] es nilpotente del indice menor o igual que 4. Asi, tenemos
entonces que

[[B. kerB]. [ B. Ker8]. [[B, Ker8].[B.KerB]]]|-
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Corolario 2.1.6. Sea R un algebra asociativa semiprima con involucion * sobre

T 11
un anillo de escalares ¢, con 2'3'5 €¢. Sea L = Skew (R, ) y sea B un ideal

interno abeliano de L. Entonces [B, Ker B] es una subdigebra nilpotente de L
de indice menor o igual que 4.

Observacion 2.1.7. Sea L un algebra de Lie no degenerada sobre un anillo de

escalares ¢, con % % leq& Entonces, para cada ideal interno abeliano no

nulo B de longitud nita de L (es decir, toda cadena de ideales internos propios
de L contenidos en B es acotada), existe una Z-graduacionfinita L =L e ...
el,e..el talque B=L_(estosiempre ocurre, por ejemplo, cuando L es no
degenerada y de dimensién finita), [30, Corollary 6.2]. Con respecto a esta
graduacion, KerB=L  ,e..el,e..eL conloque[B KerBlcL e..e
L.y, portanto, [B, Ker B]" c B.

Observacion 2.1.8. Sea L un algebra de Lie sobre un anillo de escalares ¢, con
1] —e¢ . Para cualquier ideal interno abeliano B de L, se tiene que [B, Ker,B]

2'3

es localmente nilpotente. De hecho, paratodo b, ... b, ..., b]., ... b,eBy
todok,, ... k,eKerB,conl<i<jyb = bj, tenemos que

ad, 14, 12, 4] ([Bo: ko ]) [ [ b1 Kerb, ], [ b, Kerb, ]
<[[b.[b.L]]<8,

aplicando la filtraciOn principal de L definida por b, [35], ya que [B, Ker,B] c
G,y b, Ker,B] c _,. Por lo tanto,

ad, | ad[b“k’]...ad{bwkj] ad, ([ . 0}):

Toda subalgebra de [B, Ker, B] finitamente generada esta contenida en una
subalgebra generada por algun conjunto finito de la forma

R S

En cada una de estas subalgebras finitamente generadas, todo producto

ad[bmk”] ...ad [b"’kd([bio' kio J)
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para b, ,...b, e {by,..b,}yK, ..k ek, ..k f,cont=s+2, debe ser cero por-

que habra al menos un elemento repetido entre b .. b, 'y, segun la formula
t
anterior, este producto es cero.

Hemos demostrado que cuando B es un ideal interno abeliano de un algebra
asociativa semiprima R (ver Corolario 2.1.3), cuando B es un ideal interno
abeliano de los elementos antisimétricos de un algebra asociativa semiprima
con involucién (ver Corolario 2.1.6), o cuando B es un ideal interno abeliano de
longitud finita de un algebra de Lie no degenerada (ver Observacion 2.1.7), la
condicion [B, Ker,B]" c B siempre se verifica para un cierto n € N. Esto justifica
la siguiente conjetura.

Conjetura 2.1.9. Sea L un digebra de Lie no degenerada (quizds fuertemente

prima o simple) sobre un anillo de escalares ¢, con % ; ; e¢, y sea B un

ideal interno abeliano de L. Entonces existe, n € N. tal que [B, Ker,B]" c B.

2.2. Filtracion asociada a un ideal interno abeliano

En esta seccidn construiremos una filtracion asociada a un ideal interno abe-
liano. Si B es un ideal interno abeliano de un algebra de Lie L tal que [B,
Ker,B]" c B para algun n € N. vamos a de mostrar que B induce una filtracion
acotada de L empezando en By cuyo penultimo submaodulo coincide con
KerLB.

Teorema 2.2.1. Sea L un dlgebra de Lie sobre un anillo de escalares ¢ tal que

11 e ¢. Sea B un ideal interno abeliano de L y supongamos que existe n € N

2'3
tal que [B, Ker,B]" c B. Entonces la cadena, de submodulos de L

.ckF,cF, .c..cFc..cF cF c..

donde F__:={0}y Fm =L para, todom >ny
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F. = B
F, = [B.KerB| +B, parak =1, .., n—1

FO = {xeL:xB|cB}

Fs = ad["B;WB](KerLB)JrFO, paras=1, .., n—1
Foe L

n

es una Z-filtracion acotada de L. Ademds, el algebra de Lie Z-graduada
inducida

-n
t_,_4

L-n In

LF@@F/F
Ef_/

tiene como par de Jordan asociado (Ln, [nj al subcociente (B, L/Ker,B).
Demostracion. Denotemos por K := Ker B. Veamos primero que F cF , para

todo i € Z. Claramente ad , .[B,K] c [B, [K, [B, K]] c [B, K], luego F, cF, .

(B.K]
paratodok=2,...,n -1 Ademas, F,=[B K]+BcF,, yaque B, [B, Kl +
[B, Bl = 0 € B. La contencion F, c F, la tenemos por definicion de F,. Como
[[B, K], K] C K, entonces adEBSKj( )cad[”BsK]( ) paratodos=1...,n -2,
conlo que F, cF,, paratodos =1, ,n =2 Pordltimo, F ,cF =Ly
F,=BcF, =[BK] +B

Usando la identidad de Jacobi tenemos que, para todo k € N,

[ ad K’ ([B K]) Jcadk (u)para todo u e L. (a)

[B.K] [B.K]

También se tiene que
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(R K]<K.
Ademas, dados x € F, y k € K, para todos b, b' € B,
[b, [0, [x, km = [b, [[b'x], kﬂ + [b, [x[p! km -
[[b, [b'x]], k] +[[0, x].[b. K]+ [[b x] [0 K]+ [x, [b,[b! km =0,
ya que [b, x], [b', X] € By B es abeliano. Por otra parte,

ad”’ (K) cF

[B.K] 0

por ser
[adE;K] (), b} =ad, ([k.b])c B

para todo b € B.
Veamos ahora que [F, F] ¢ F,, paratodoi,j € Z.
1. [F.F,]cF, paratodor,se{l, ..., n}. Por (a)
[F. F]=|ad, ([B.K])+B ad, ([B.K])+B| -
[ (B K) ads g ([8.KT) < o (B K)) =F.
2. [F.F]<F paratodore{-n, ..., n} por (b) y la identidad de Jacobi.
3. [F, F]cF,, paralodor, s {1, ..,n} Por(a)y (b) leremos que

FoR]=[ady (B K])+B adyil (K])+FR |

adr, i ([K])+B+ady ([B.K])+ ad’,’,] ((8.K])-

Distinguiremos tres casos:
« Sir=s, por (c)

adr,71 ' (K) +B+ady (B K]) +adi 53 ([B. K ]) =

ad, ' (K)+B+[B,K]cF,
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e Sir>s,
adr, i '(K )+B+ade1K ([B K])+ad[ﬂ;d([3, K])c

adiz’,, (adE;K] (K )) +B+ad ([B,K])+ady 3 ([B.K]) <

adiy’y (F,)+B+[B.K] +[B K]

« Sir<s, entonces

-S

c[B K] +B=F,

ad’ %' (K) + B+ad, ([B K])+ad” > 1([B, K])CF

(8.K] (8.K] (8.K]
4. [Fs, Fr} cF,, paratodor,se{l, ..., n} Aquidistinguiremos dos casos:
« Sir+s=zn, entonces no hay nada que probar, ya que [Fs, F |cF., . =L.
e Sir+s<n,entonces2n-2-r-szn-"1 Procederemos por induc-

cion sobre rdesde n - 2 hasta 1. Sir=n - 2, solo necesitamos estudiar
s=1.

[F. . F]= [ (K)+F, adEBZK](K)+FO}c
[a o (K)ad2 (K )}adw( )+adr? (K)+F,
KcFﬂf1

Supongamos que [ » r] c F__ para, todo s y veamos que se verifica para

r-1.
I: r- 1’Fs] [adEB,K]( )+F adEBSKi( )+F0:|C
[ade’K]( ), ad’s (K )}+adf o (K)+ad (K)+F,
ack [ a0k (K). a0 (k) )+
[adEB’Kﬁ(K), ady’ (K) |+F +F,

ady, ) (Fo)+Fss tF o+ R CF,

r+s-1 r+s’

Por ultimo, como F, <K, entonces F . =K vy, por tanto, el par Jordan aso-
ciado (ﬁn, ﬁn] coincide con el subcocicntc (B, L/K). ]

Podemos aplicar ahora este resultado al caso asociativo, con o sin involucion.
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Corolario 2.2.2. Sea R un dlgebra asociativa semiprima sobre un anillo de

escalares ¢. con % %e ¢, y sea, B un ideal interno abeliano de R". Entonces

existe, n € N. con n < 3, tal que la cadena de submddulos de R“
.ckF,cF, .c..cFc..cF cF c..

conF _ =KernB, F_=BYyF =R(-), esuna z-filtracion acotada de R(-).

1

Demostracion. Como R es un algebra semiprima sobre un anillo de escalares ¢,
11 . .

con > §e¢ entonces, por el Corolario 2.1.3, [B, Ker,)B] es una subalgebra

nilpotente de R de indice n < 3y, por tanto, [B, Ker,-,B]" = 0 c B. Aplicando
el teorema anterior tenemos que

..cF cF . c..cF c..cF cfF c..
-n -n+1 0 n-1 n

con F ,=Ker, B, F =ByF, :R(‘), es una Z-filtracion acotada de R".

)
L]

Corolario 2.2.3. Sea R un algebra asociativa semiprima con involucion *
sobre un anillo de escalares ¢, con % % %eqﬁ . Sea L = Skew(R, *) y sea B
un ideal interno qbeliano de L. Entonces existe n € N, con n < 4, tal que la
cadena de submOdulos de L

..cF cF . c.cF c.cF cfF c..
-n -n+1 0 n-1 n

con F _ =KerB, F_=ByF = Skew(R, *) es una Z-filtracion acotada de L.

Demostracién. Como R un &lgebra asociativa semiprima con involuciOn x

l, l, leq& entonces, por el Corolario
2 35

2.1.6, [B, Ker B] es una subalgebra nilpotente de L de indice n < 4y, por tanto,

sobre un anillo de escalares ¢, con

[B, Ker, B]"= 0 c B. Aplicando el teorema anterior tenemos que

..cF cF . c..cF c..cF cfF c..
-n -n+1 0 n-1 n

56



CAPITULO 2. FILTRACION ASOCIADA A UN IDEAL INTERNO ABELIANO

con F_,=Ker B, F =By F =L, esuna Z-filtraciOn acotada de L.

[

Obser\(acic}n 2.2.4. Recordemos que en [35, Theorem 1.2] se introduce la
filtraciOn principal asociada a un elemento ad-nilpotente de indice menor o
igual que 3 de un algebra de Lie. Sea L un algebra de Lie sobre un anillo de

escalares ¢, con % %eq’) y sea a € L un elemento Jordan (un elemento tal

que ad}(L)=0). Sea Ker,a={xeL:ad’(x)=0} y consideremos los conjuntos
G =0,i<-3 G,= [a, [a, L” +¢q, G,= [a, KerLa] + ¢q,

G,= {x eL: [X, a} € [a, [a, LH} G,=Kera, Gj =L,j>2.

Entonces {G} e, es una Z-filtracion acotada de L, llamada filtracion principal
de L definida por a.

Por otra parte, todo elemento a € L ad-nilpotente de indice 3 genera el ideal
interno abeliano

(a)L = [a, [a, Lﬂ +4a.

Como se demuestra en [30, Lemma 3.7], si L es no degenerada, entonces
Ker,a = Ker (a),.

Supongamos que L es un algebra de Lie no degenerada sobre un anillo de
escalares ¢, con % , % € ¢. Consideremos B = (a), y denotemos por K = Ker,a =
Ker, (a)L. En este caso, es claro que [[B, K], [B, K]] ¢ B, ya que

[(8.K)[8.x])=[[6..6)[6..6]]<[6..6,]=6, -5

Por lo tanto, podemos considerar la Z-filtracion acotada {F}_, asociada al
ideal interno abeliano B = (a), dada por el Teorema 2.2.1.

Vamos a comparar la filtracion asociada al ideal interno abeliano (a), {F}_,,

con la filtracion principal de L definida por a:

-2°

1. F,=(a),=6G
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-1

2. F =[(0)L, K]+(0)L c[a,K]+¢a=G, yaque paratodo x € L ytodo z € K

se tiene que

[0 o<1} 2]-[[or 2} Lo #T)[o. [ 41 2]
[a[[0x]. 2])-[o.[x [0 2]]][a].
por ser [[a, L], K] + [L, [a, K]] c K. Por otra parte, se tiene que
G, =[aK]+gac|(a) K]|+(a) =F.
obteniendo asi que F, =G .

3. G, cF0 ya que dado x €G,, se tiene que [x, a] € [a, [a, L]] c F_, y. por

[x(a} [ aL+¢a] [xa L}+x¢a
Hx a] L”Jr[a x H x ¢>a}
ol } - [ A e bk

Fofl+FalFaf]+FocF, -

4. Por construccion. F, =G, paraiz1.

Por lo tanto tenemos que

F, ¢cF, ¢Ff <chk=K < Ff=L

-2 1

v | |

G, cG, cG, cG =K cG,=L

2

y ambas filtraciones coinciden cuando a € [a, [a, L]].
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CAPITULO 3. ESPECIALIDAD DE
SISTEMAS JORDAN ASOCIADOS
A ALGEBRAS DE LIE

En [27] A. Fernandez Lopez, E. Garcia, y M. Gomez Lozano construyen alge-
bras de Jordan asociadas a elementos ad-nilpotentes de indice menor o igual
atres de un algebra de Lie. En este capitulo estudiaremos condiciones sobre
la propia estructura de las algebras de Lie que implican la especialidad de
estas algebras de Jordan. Se obtienen resultados similares cuando tratamos
con subcocientes asociados a ideales internos abelianos.

3.1. Especialidad de las algebras de Jordan de un algebra de Lie

En esta seccion daremos una condicion suficiente para la especialidad del
algebra de Jordan L, en un ciernen.to de Jordan a. Aunque L, es un algebra
de Jordan, la condicion para su especialidad seréa una condicién de Lie: [KerLa,
Ker,a] ¢ Ker,a. Se ha decidido separar ambas secciones a pesar de que esta
seccidén es un caso particular de la siguiente, ya que la especialidad del alge-
bra de Lie L tiene interés en si mismo y es habitual en la literatura separar
este caso del caso del subcociente ([a, [a, L]] + ¢a, L/Ker (a),). Los resultados
de este capitulo aparecen en el articulo publicado [36].

Lema31l. Seal=L & .. &L, ®L,dL & ..®L undigebradeLie (2n +1)-
graduada sobre un anillo de escalares ¢, con 1 , 1 € ¢. Entonces el par V :=
(L, L) con productos 2 3

bov.zf=[[xy] 2]yly xtf=[[y. <)t

paratodo x, z € Ly paratodoy, t € L es un par de Jordan. Ademds, para
cualquieri € {1, 2, ..., n =1}, el par de aplicaciones lineales

L)Y,

i-nf i

(W,¥):(L,, L)~ (Hom(L, L, ), Hom(L

definidas por ¥ (x)(y) = ad,(y) para, todox e L  ytodoy €L.sic=+,0
y €L, sio=-,esunhomomorfismo dc pares de Jordan entre V' y el par de
Jordan especial (Hom(L, L, ), Hom(L,, L))%).

Demostracion. Tenemos que V es un par de Jordan por [62, p. 351]. Ademas,
como se menciona en la demostracion de [25, Theorem 11.34], es facil ver que
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(¥, % ):(L, L)~ (Hom(L, L, ), Hom(t,~n, L))"

n' =n it Ti-n

es un homomorfismo entre pares de Jordan paratodoi=1, 2, .., n-1
Anadiremos la demostracion por completitud.

Seaie{l,2,.,.n-1yseanx,zel ,y,tel uel,vel,.
Entonces

¥ ({x y, z}) (u) =ad, , ,(u) =1l yl, z], ul =

(tx, 1, 2]
[[[x, ul, vl 2] + [[x, Ly, ull, 2] + [[x, yl, [2], ull =
[z, [y, Ix, ulll + 0 + [[x, [z, ul], y] + [x, ly, [z, ulll =
(P ()Y (y)¥(2) + P (2)P (VY X)) () =, ¥, ¥} (),
yaque [y, ul =0y [x, [z, u]] = 0. Andlogamente,
Y, ({y, x, ) (v)=ad, (V) =y x], 1, v] =
[[ly, vI. x1, ] + [y, [x, VI, 8] + [ly, X], [t vl =
[t, [x, [y, vIII + O + [ly, [t, VI, X] + [y, [x, [t, V]I =
(T () (X)) + 2 OF, () ))(0) ={Py), ¥ (x), )} (v),
porser [x,vl=0yly, [t vll=0
Luego (Wi, ¥ ) es un homomorfismo de pares de Jordan. O
Sea L un algebra de Lie sobre un anillo de escalares ¢ tal que 1 , % € ¢. Sea

2

a € L un elemento Jordan y consideremos la filtracion principal de L definida
por a :

G =0,i<-3, G, [ [a, L]]+¢a G, =[a, Kera]+ga,
G,={xeL:[xa]elq, [ LT}, G, =Kerq, G =L, j22.

Asi, tenemos que
[=G,®G /G ,®G,/G &G, /G,&G,/G,

es un algebra de Lie 5-graduada [35, 1.4]. En particular, V =(G_,, G,/G,) es el
par de Jordan asociado a L.
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Lema 3.1.2. Sea L un adlgebra de Lie sobre un anillo de escalares ¢ tal que
%, % e¢. Sea a € L un elemento Jordan y consideremos la filtracion principal

de L definida por a, {G,.}/_EZ . Entonces, el par de aplicaciones

¥,:G, »>Hom(G,/G,, G, /G,)

¥, :G,/G, »Hom(G,/G,, G /G,)

definidas por ¥, (b) = ad, para todo b € [a, [a, L]] + ¢a, y ¥_,(x) = ad, para todo
X € L/Ker,a, es un homomorfismo de pares de Jordan entre V = (G, G,/G,)
y el par de Jordan especial

(Hom(G,/G,,G /G ,),Hom(G /G ,,G, /GO))H
Demostracion. Consideremos el algebra de Lie graduada

L=G ,®G /G ,&G,/G &G /G,&G,[G,

Las aplicaciones ¥, y ¥_, estan bien definidasy (¥, ¥_,) es un liomomor-fismo
de pares de Jordan entre V = (G_,, G,/G,) y el par de Jordan especial

(Hom(G,/G,, G /G ,),Hom(G /G ,, G, /GO))(+)

por el lema anterior. ]
Proposicion 3.1.3. Sea L un dlgebra de Lie sobre un anillo de escalares ¢,

con e¢ y seaa e L un elemento Jordan. Entonces el par

l=(l*, I*):([a, [a, [Ker,a, Kerp]ﬂ, [Ker,a, KerLa})

es un ideal del par de Jordan V = (V* V') = ([a, [a, L]] + ¢a, L/Ker a). Ademds,
si L es no degenerada.

1

N[ —
w| =

Ker¥ , Ker?¥ .)c Ann, (1).
1 1 Vv

Demostracion. Veamos que | = (I, I') es un i deal de V. Paratodo z, z, €
Ker,a, todo x, y € L y todo A € ¢, usando la identidad de Jacobiy teniendo en
cuenta las propiedades de la filtracion principal de L definida por @, tenemos
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que

[lo oozl <} ooy + 20 lH Jofz 2]} 0} 6.
Ha oz, 2] o } { 6.6]) 4|
[ o s, Q]H Ma la.]g. 6] <
6)]+/alo 40 06,6
[ [9 G +a.o [ ]HC{Q ]

Ha Ker a}+d>a [a Kera +d>a] Ha Kera cr Kera]

[ [ [Kero Kera m

yaque [a, [a, [G, Gl c [G_,, G_] porser [a, [a, [k, N1] = 2lla, K], [a, 1] para
todo k, I € Ker,a. Esto demuestra que

{/*, V-, v*} I

De forma analoga,

[[x } x[oz][az]] |v]
2[[[x [az] 1] v]+2[[[az] [x[a=2]]]v]

[ [Kera aKeraﬂc[[ Kera],[a, Keroﬂ+

kera [y, [a kera]]]<[[e,.6]. [0, Gﬂ eu[e.[c.6]]]=

[Gz, GﬁJ +[G,, G, ]=Kera+[Kera, Kera]

2
+2

con lo que
vrvier.
Por otra parte,

[ (2, 2,].[aa. x]ﬂ } |:|:|:G“G1:|,GQ:|,G2j|C
[e..0.]+[[en 6] ¢ ]e

G, +[ G, G, | cKer,a+[Kera, Kera]
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y, analogamente,

[[z1 z,].d] }e[[[@,q],@&],@]c
[ +[G G,].6, <

Ne JcKeraJr[Kera Kera]

1
lo que prueba que

{r.ve,vier.
Por ultimo,

[[a, [a, Lﬂ +¢a, [Ker,a, KerLaﬂ, [a, [a, L]] +¢a|= [[G_z, [G. G ﬂ G_z] c
[[G_1, GW], G_2] c [[G_“ G- 1} c [[a, KerLa], [a, KerLa]] c [a, [a, [KerLa, KerLaﬂ]

y, por tanto
{v*, I v*}c I

Supongamos ahora que L es no degenerada. Tenemos que demostrar que
(Ker‘P1 Ker?_ ) c Ann, (/). Como L es no degenerada, entonces V es no
degenerado [30, Proposition 3.5 (iii)]. Ahora bien, como V es no degenerado,
entonces Ann (/) es el conjunto (le los elementos z tales que {z, |, z} = 0 [54,
Proposition 1.7].

Seau e G, tal que u € Ker¥,. Entonces [u, Ker,a] ¢ G_, y, por tanto, para todo
z,z, € Ker,a. se tiene que

{U, [21,22],U}=HU, [21,2 ] H ] U]-‘FHZV[U, ZZH,U]E

I7- F}F} 0

con lo que u pertenece al anulador de /.
Sea ahora xel/Keratalque x eKer¥ .Como X eKer ¥, entonces

[x,[a, KerLaﬂ c G,. Para ver que x pertenece al anulador de /, veamos que
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{)?, [a, [a, [KerLa, Kerpﬂﬂ, >_<} =0

0, equivalentemente,

ad? Hx [a, [a, [KerLa, Kerpﬂﬂ, x} =0

Sean z, z, € Ker,a,

[a, [a, [x, [x, [a, [a, [21, z, ﬂﬂﬂ c [a, [a, [x, [x, [[a, Ker,a, [a, Kerp]ﬂﬂﬂ
[o, [a, [x, [GO, [a, Ker@}ﬂﬂ c [a, [a, [x, [a, Kerpﬂﬂ c [a, [a, G, ﬂ =0.

Luego X pertenece al anulador de /'y, por tanto,(Ker¥,, Ker? ) c Ann (I). [

N

Corolario 3.1.4. Sea L un digebra de Lie fuertemente prima sobre un anillo
de escalares ¢. con % %e ¢,y sea a € L un elemento Jordan. Si Ker a no es

subdlgebra de L, entonces L, es un dlgebra de Jordan fuertemente prima y
especial.

Demostracion. El par de Jordan V :([a, [a, Lﬂ+¢a, KerLa) es el subcociente
de L determinado por el i deal interno abeliano (a) :[a, [a, L:|:|+¢G, con lo

que V es fuertemente primo por [30, Proposition 3.5 (iii)]. Si Ker,a no es subal-
gebra de L. entonces el ideal de V

| = (l*, I*) - ([a, [a, [Ker,a, KerLa]ﬂ, W)

es no nulo y, por tanto, Ann, (/) es cero, ya que {/°, Ann, (/) 1°t = 0, Ann,, (/)
es un ideal de Vy V es primo.

Por la proposicion anterior, tenemos que (Ker¥,, Ker¥ ) € Ann,(/), con lo que
(¥, ¥_,) es un moiiomorfismo enitre el par de Jordan V'y el par de Jordan

especial

(Hom(G,/6,,6,/6,,), Hom(G, /G, G, /GO))(+)

con lo que V es un par de Jordan especial.
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Como el algebra de Jordan L, puede considerarse como el algebra de Jordan
a-homotopa V@ ([30, Remark 3.6]) y V es especial, entonces L_ es especial.
Ademas, por [33, Theorem 2.2], tenemos que L, es fuertemente prima. ]
3.2. Especialidad de subcocientes de un algebra de Lie

En esta seccion nos ocuparemos de los subcocientes asociados a los ideales
internos abelianos B de L. Recordemos que un ¢-modulo B de L es un ideal

interno abeliano si [B, [B, L]] c By [B, B]= 0. El nucleo de un ideal interno
abeliano es

Ker,B={xeL:[b,[b,x]]=0}.

Asociado a un ideal interno abeliano B de L podemos considerar el subco-
ciente (B, L/Ker,B), que es un par de Jordan con productos

(b, %, b,}=[[b, ], b, [y {x, b, 7} =[[x £].¥]

para todo b,,b, € B'y para todo ;, )_/ € L/Ker B, ver [30, Lemma 3.2 (a)]

Recordemos que si existe n € N tal que [B, Ker,b]" c B, entonces pode-
mos considerar la filtracion asociada a B dada por el Teorema 2.2.1,

{ﬁ}iez, dondefF  ={0}yF, =L paratodo m>n, y
F =B
:Fk =[B,KerB] +B, parak =1, .., n—1
;:O ={xeL:[x,B]<8}
E = C'd[”L;SK'QrLBJ (Ker,B)+F,, paras=1, .., n-1

Ademas, el algebra de Lie Z-graduada inducida

-n
—
L-n Ln

[=F @.®F|F,
5,—/
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tiene como par de Jordan asociado ([ﬂ,[ﬂ) al subcociente (B, L/Ker B).

Proposicion 3.2.1. Sea L un dlgebra de Lie sobre un anillo de escalares ¢ tal

que % % e ¢. Sea, B un ideal interno abeliano de L y consideremos

Ker B Ker,B= {x el: [B, (B, xﬂ - O}. Supongamos que existe neN tal que
B, KerLB]n c By consideremos la filtracién asociada a B {F/.}/_eZ . Entonces,

el par de aplicaciones

definidas por ‘Pg(nfn(x)(y):adx(y) para todo xel  y paratodoy €

L ., sic=+oy 6[71 sio = —, es un homomorfismo de pares de Jordan entre

n-1'

V= (Efn, En) y el par de Jordan especial

(Hom([ ﬁq), Hom([q, L, ))M.

n-1'

Demostracion. Como [B, KerLBT c B, podemos considerar el algebra de Lie
(2n + 1)-graduada

Las aplicaciones ¥, yV¥, = estan bien definidasy (¥
fismo de pares de Jordan entre

¥,_,) es un homomor

n=1"

V=(L,.L)=(F, F IF_)=(B L/KerB)

y el par de Jordan especial

(Hom(ﬁ ﬁq), Hom([q, ﬁM))H

n-1'

por el Lema 3.1.1. ]
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Proposicion 3.2.2. Sea L un dlgebra de Lie sobre un anillo de escalares ¢
tal que % %e ¢. Sea B un ideal interno abeliano de L y consideremos Ker B.

Entonces el par
I=(rr)= ([B, (8, [Ker8, Ker8]]], [Ker8, Ker 8]

es un ideal del par de Jordan V :(V*, V*):(B, L /Ker,B)

Demostracion. Sean b, b,, b, €B, z,, z, eKer By X, y eL /Ker B . Veamos pri-

mero que {l VAR }cl

{[b1,[b2,[z1,zz]ﬂ, %, b3} - [Hb“ [b,.[2.2,]]], x}, bs}:[[bw[bz,[zw,zz]ﬂ, [x, bSH:
=[[o[x 010 [ [20 2]+ b0 [ [ 0] [20 2]+
o[, [, [z, 2] [x b.]]] < [B.[ B.[Ker8, KerB]]]

yaque[[z,2,],[x b,]]= [[Zw, [x,b,]], Z2:| + [21, [2,[x. b, ]ﬂ e [KerB, Ker,B].
Luego{l*, s v*} cl
Veamos ahora que {V’, I, V’} cl.

1], 7 =[[ [ b2 [z z m] y]e

x[b

[ [L [KenB, Ker,B]] ﬂ [ KK]m
[L [B [L B [KerB Ker,B] c I [KerB Ker Bﬂ
B
[
[KenB, Ker,B]

L,

Jlelt
L|B,[[L B], [KerB, Ker B]m+[ [ B],[[L B].[Ker,B, Ker Bm [B.L]c
[L B].[Ker.B, Ker,B]|+[B, LJ+[[L B],[[L B], [KerB, Ker Bm

Ker, B, Ker, B]

por ser
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[[L.B], [Ker,B, Ker,B]|=[[L, 8], Ker,B], Ker,B| = [K, K]

y[B, L:| =0, yaque[B, L]cKerLB
Ahora, veamos que {l*, v, V*} cl.

{[;—22] b, 7(} :[[[zw, z,].b,). X} :[[[21, z, ], x], b1]+[[z1, z,1.[b, x]]e

[[Ker,B, Ker,B], [B, L]]=[[Ker,B,[B, L], Ker,B| =[Ker,B, Ker,B],

con lo que {l’, Ve, V’}cl’

Por ultimo, veamos que {V*, I, V*} cl.
{Iow (2.2, bz} =[[b.[2,2.]] b, ] <[B. [ [Ker5. Ker8]]]

y, por tanto, {V*, I, V*} cl.
Luego I = (I*, I") es un ideal del par de Jordan V = (B, L/Ker B). ]
Definicion 3.2.3. Sea V = (V *, V 7) un par de Jordan sobre un anillo de

escalares ¢, con % %64,, y sea dJ = (J*, J) unideal de V. Para cadam = 0O,

definimos J* = ((JW )+, (J?’m1 )_j donde

) =) ) )
) o)) )
Lema 3.2.4. Sea V = (V*,V) un par de Jordan sobre un anillo de escalares ¢.

con % % e¢ €¢.ysead=(J J)unideal de V. Entonces se verifica:

1. (S°omN)e c (J*m)° para, todo m > 0. donde 0 = .
2. J*1es ideal cs ideal de J*™ para, todo m = 0.
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3. SiVesnodegenerado y J # 0. eruto neos J*™ es no nulo y no degenerado
para, cada m = 0.

Demostracion. Consideremos 0 = =.
1. Veamos que (J*™")° c (J2")° para lodo m = 0. Para m = 0 es claro, ya que
(J3)o ={J°, J°, Jo} C J°,
por ser Jideal de V.

Supongamos entonces que (J2"")° c (J*")° para un cierto m = 0 y veamos
que se verifica param + 1.

Luego (2o ¢ (J2™)° para, lodo m = O.

2. Como (J2™")e ¢ (J2™)° para cada m = 0. entonces

T T )
() T

con lo que J*""" es sub par de V. Ademas.

o T Y ) )
(o) )

3. Como V os no degenerado y J es ideal de V. entonces J es no degenerado
[25, p. 174], Andlogamente, como J es no nulo y no degenerado, y J3 es
ideal de J, donde

(S)e=A{v°, Jo, J%,
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entonces J* es no nulo. A demas, como J° es un ideal nonulode Jy J es
no degenerado, entonces J° es no degenerado.

Razonando de manera analoga para cada m = 0, tenemos que J*" es no
nulo y no degenerado. L]

Proposicion 3.2.5. Sea L un dlgebra de Lie sobre un anillo de escalares ¢
tal que % %eqﬁ. Sea B un ideal interno abeliano de L y consideremos Ker B.
Supongamos que existe n € N tal que [B, K er,B]" c B y consideremos el ideal
J=(J, J)=(ker¥ , ker? ), donde (¥ ., ¥, _)esel homomorfismo de pares
de Jordan dado en la Proposicion 3.2.1. Entonces
(J*")* c {b € B: [b, Ker,B] c [B, Ker,B]™*? + B}.
Ademads, si L es no degenerada, entonces
(S*")* c Ann,(1)*

para, todo m+2> nTH , donde

1= (r.1)= ([B, [B.[KerB, KerB]]], [KerB, KerLB]).

Demostracion. Procederemos por induccion sobre m = 0. Sim = 0, entonces
J*=ker¥ .. conloque sib € Ker? ,, entonces

[b, Ker,B] c F_,=[B, Ker,B]> + B.

Supongamos ahora que

(L") c {b € B: [b, Ker,B] c [B, Ker,B]"™" + B}
y veamos que

(L") c {b € B:[b, Ker,B] c [B, Ker,B]™*? + B}.
Sean b, b, € (™), x € (J*) y consideremos b, = {b,, X, b,}. Sea

z € Ker B, tenemos quc ver que [b,, z] € [B, Ker B]™? + B.
[b,z] = [[lb,x],b,1,2] = [llb, z], x], b,] + [[lb, [x,z]],b,] + [[b,X], [b,, 2]] €

[[[B, Ker B]™'" + B x], b,] + [[b,x], [B, Ker B]™' + B] C
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[[[B, Ker B]™'x],b,] + [b,, [, [B, Ker, B]™"]] + B.
Ahora bien, como
[[B, Ker B]™, L] = [[[B, Ker B], [B, Ker,B]"], L] c
[KerLB, (B, Ker BI"] + [[B, Ker B], Ker B] c [[B, Ker B], Ker B], entonces
[[[B, Ker,B]™'x]b,] + [b,, [x, [B,Ker,B]™'] + B C
[[[B, Ker B], Ker B], b,] + [b,, [[B, Ker B], Ker B]] + B C
[[B, Ker,B], [Ker,B, b,]] + [[[B, Ker,B], [b, Ker,B]] + B C
[[B, Ker B], [B, Ker,B]™'] + B c [B, Ker B]™?] + B.
Luego
(Jm)- € {b € B:[b, Ker B] c [B, Ker,B™?] + B}
paralodom = 0.

Supongamos ahora que L es no degenerada. Entonces V es no degenerado
por [30, Proposition 3.5 (iii)]. Veamos que (J*")* c Ann,(l)*. Sea b € (") y

n+1
sean z,, z, € Ker,B. Entonces, para, m+2> -

{b, [z, z,], b} =[[b, [z, z,1], b] = 2[[b, z], [b, Z,]] €
([B, Ker B]™2 + B, [B, Ker B]™2 + B] c [B, Ker,B]*™* C
(B, Ker B]™" =0,
ya que [B, Ker,B]" € B. Luego, por la caracterizacion del anulador de un ideal
para pares de Jordan no degenerados ([54, Proposition 1.7]), tenemos que
(J2")* c Ann, (1) ]
Corolario 3.2.6. Sea L un digebra de Lie fuertemente prima sobre un anillo
de escalares ¢ tal que % % € ¢. Seq, B un ideal interno abeliano de L y con-
sideremos Ker B. Supongamos que existe n € N tal que [B, Ker,B]" c B. Si

Ker,B no es subalgebra de L, entonces el subcocicntc (B, L/Ker,B) es un par
de Jordan especial fuertemente primo.
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Demostracion. Como L es fuertemente prima, entonces el par de Jordan
V = (B, L/Ker B) es fuertemente primo por [30, Proposition 3.5 {iii)]. Si Ker,B
no es subalgebra de L, entonces el ideal

/= (1*1-) = ([B. [B,[Ker8, Ker,8]]],[Ker3, Ker8])

es no nulo y, por tanto, Ann, (/) es cero, ya que {I°, Ann,(/)¢,1° = O, Ann, (/) es
unideal de Vy Ves primo.

Por la proposicion anterior, existe m € N tal que J*" = 0y, por el punto 3 del
lema anterior, tenemos que J = (ker¥,, ker¥_) = 0. con lo que (¥, ¥_) es un
monomorfismo entre el par de Jordan V y el par de Jordan especial

—1" Tn-1

(Hom(£n4,[4), Hom(ﬁ L ))M

y, por tanto, V es un par de Jordan especial. ]

Lema 3.2.7. Sea R un algebra asociativa prima y centralmente cerrada sobre

1

un anillo de escalares ¢, con % %e ¢, ¥ sea B, un ideal interno abeliano de
RY/Z(R). Entonces existe un ideal interno abeliano B' de RY tal que B'B' = 0
y 1 (B') =B, donde m: RY - RY/Z(R) denota la proyeccion canonica. En par-
ticular, B'nZ(R) = 0.

Demostracion. Veamos que B := " (B) es un ideal interno abeliano de R".
Como

n((B, [B,RI]) c [B, [B, RIZ(R)]] C B,

entonces [B, [B, R]] c B. Ademas, si b € B. ad; (R) c Z(R). poi- ser B un
ideal interno abeliano de R/Z(R) y, por tanto, ad3(R) = 0, por [19, Lemma 3.1].
Aplicando de nuevo que B es ideal intern o abeliano de R-/Z (R), tenemos que
[b,b,] =bb, - b,b, € Z(R) paratodo b, b, € B. con lo que

0=ad? (b )=bb; -3b2b3b1+ 3,637 ~bbi =6[b,b, |

2™ 12

y, por tanto, [b,, b,] =0, ya que [b,b,] es un elemento nilpotente del centro
de un algebra prima.

Por ultimo, consideramos B' el ideal intern o abeliano de R asociado a B

como en el segundo punto de la Proposicion 2.1.1. Para este ideal interno
abeliano B' se vcrifica que m(B') = (B) = B 'y B'B' = 0. Para, acabar, veamos
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que B'nZ(R) =0.Scab' € B'n Z(R) entonces, para todo x € R, tenemos que
O=[b',x]=b'x-xb
y, por tanto,
b'xb" =0,
ya que B'B' = 0. Luego b' = 0 por ser R un algebra prima. ]

Como era de esperar, en el siguiente resultado se demuestra que el subco-
ciente asociado a un ideal interno abeliano en L = R /Z(R) es especial cuando
R es un algebra asociativa prima y [Ker,B, Ker B] ¢ Ker B.

Corolario 3.2.8. Sea R un dlgebra asociativa prima sobre un anillo de esca-

11 ) . .
lares ¢ tal que 2'3 e¢. Sea, B un ideal interno abeliano de L = RY/Z(R) y
consideremos Ker B. Si Ker B no es subalgebra de L, entonces el subcociente
(B, L/Ker B) es especial y fuertemente primo.

Demostracion. Como R es prima entonces, por [34, Lemma 4.2], L es fuer-
temente prima y, por tanto, el subcociente (B, L/Ker B) es fuertemente primo
por [30, Proposition 3.5 (iii)]. Consideremos la clausura central R de R,
[:=R“Y/Z(R) y sea B la extension por escalares de Ben L. Como R es
prima, entonces R es prima. Luego, por el lema anterior, podemos supo-
ner que B=z (B'), dond B' es un ideal interno abeliano de R tal que B'B’
= 0 y m denota la proyeccion canonica de R™ soljrc L. Por el a.partado 4
de la Proposicion 2.1.1, tenemos que [B’,Ker, ,B'] es nilpotente y, por tanto,
([B',Ker, ,B']) es una sub algebra de L nifpotente. Por el Corolario 3.2.6,
tenemos que el subcociente (B, Kerﬁé)es especial. Luego (B,L/Ker B) es
especial.

Observacion 3.2.9. Si L un algebra de Lie no degenerada sobre un anillo de

escalares ¢, con %,5,%@5, vimos que para cada ideal interno abeliano no
nulo B de longitud finita, de L. existc una. Z-graduacion finita. L=L & - - -
DL - DL talqueB=L [30, Corollary 6.2], Esto siempre ocurre, por
ejemplo, cuando L es no degenerada y de dimension finita. Con respecto a
esta graduacion. KerB=L @ ---@Lo® - DL (B, KerB]"cB.conlo
que [B, Ker,B]"" = 0.

Cuando la graduacion es una 3-graduacion, L=L, @ L, @ L, KLrB=L, D L,
es siempre es un a subalgebra de L. En esta situacion, el Corolario 3.2.6 no
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da informacion sobre la especialidad del subcociente (B, L/Ker B) = (L, L_).
Sirevisamos la lista de ideales internos abelianos de las algebras de Lie de
dimension finita simple sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracte-
ristica cero dada en [23], solo cuando L = E, 0 E, encontramos subcocientes
excepcionales: si L = E, el subcociente asociado al ideal interno abeliano B,
(con la notacion de [23]) es isomorfo al par BiCayley excepcional y. si L = E,
el subcocicntc asociado al ideal interno abeliano B,,, (con la notacion de [23])
es isomorfo al par de Albert excepcional. El resto de subcocientes de ideales
internos abelianos de las algebras de Lie simples de dimension finita sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero son especiales.
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CAPITULO 4. UNA FORMA CANONICA
DE JORDAN PARA ELEMENTOS
NILPOTENTES

El contenido de este capitulo se encuentra en el articulo publicado [38]. En
este ultimo capitulo daremos una nueva demostracion de la forma canodnica
de Jordan de un elemento nilpotente en un anillo arbitrario. Si a € R es un
elemento nilpotente del indice n'y a™" es regular von Neumann, podemos des-
componer a = ea + (1-e)a, siendo ea € eRe = M (S) un bloque de Jordan de
tamafio n x n, donde S es un anillo unitario, y (1- e)a es nilpotente de indice
menor que n para un idempotente e € R tal que ae = ea. Este resultado hace
posible caracterizar los anillos primos de indice acotado n, con un elemento
nilpotente a € R de indice ny tal que @™ es regular von Neumann, como un
anillo de matrices sobre un dominio unitario. Ademas, el material de este
capitulo ha sido de utilidad para describir los elementos ad-nilpotentes en
algebras de Lie que proceden de algebras asociativas con involucion [20].

A'lo largo de este capitulo trataremos con anillos no necesariamente unitarios.
Si R es un anillo no unitario, por expresiones del tipo (1-x)y, para x, y € R.
entenderemos y — xy € R.

4.1. Forma candnica de Jordan

El siguiente lema es andlogo a [31, Lema 3.2], pero hemos cambiado lige-
ramente su demostracion para generalizar el resultado a anillos arbitrarios.

Lema 4.1.1. Sea R un anillo y sea a € R un elemento nilpotente de R con indice
n tal que a"'es regular von Neumann. Entonces existe b € R tal que a"'ba™" =
a™', ba™ = o™, ba™"'b = by ba*b = 0 para todo k € {01, ...,n - 2}.

Demostracion. Como a"'es regular von Neumann, existe b € R tal que
am'ba™" = g™'. Consideremos b' = ba™' b € R, entonces se tiene que

am'p'an! = anf1(banf1b)anﬂ — (arﬂbarﬂ)barﬂ = g"'pg! = g

b'a™b" = (ba"'b)a™'(ba™'b) = b(a"'ba™")ba"'b = b(a™'ba"")b = b'.
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Consideremos ahora ¢ = b' —ab'a"?b'. Entonces tenemos que
aﬂ"|caﬂ"| - an"\b’aﬂ"l _ aﬂb’aﬂ’zb'aﬂ"\ - Gn"l
ca™'c = b'a™ c—-ab'a™? b'a™'c =
b'a™b'—b'a"b'a"? b' - ab'a™?b'a™'b'+ ab'a"?b'a"b'a"?b' =

b'—ab'a™?b' = ¢

ca™?c = ca™b' - ca"'b'a"*b’' =
b'am?b' —ab'a"2b'a"?b' — b'a™'b'a"?b’ + ab'a"?b'a™'b'a" b’ =
b'a™?b' —ab'a"?b'a™?b' - b'a"?b' + ab'a™?b'a"?b’ = 0.
Usaremos un argumento recursivo. Por inducciéon decreciente sobre s =
n-2,.., 0. supougamos que existe b € R tal que. paratodo k € {s + 1,...,
n - 2}. tenemos que
am'ba™" = g™, ba™'b = by bakb = 0.

Definamos d := 1-a""sbhas. entonces c¢ := db verifica

akc = akdb = a*(1-a""*ba*)b =

akb — a"*shash = akb

para,todoke{s+1..,n-1.yaquen+k-1-s=nparatodok e {s+1,...,
n-1ya"=0. Ademas.

a'ca™ = a"'ba™ = @™,
ca™c =ca™b =dba"'b=db =c
y, paratodok € {s +1,..., n = 1}.
cakc =cakb =dbakb = 0.
Veamos que casc = O:

casc = ca® (1-am"sbas)b = casb — ca™bash =
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dbasb — d(ba™'b)asb = dbasb — dbasb = 0.
Por lo tanto, podemos concluir la demostracion por recursion. []
Definicion 4.1.2. Sea R un anillo y sea a € R un elemento nilpotente de R con

indice n tal que a"" es regular von Neumann. A un elemento b € R con las
caracteristicas del lema anterior se le denomina inverso de Rus de a.

Teorema 4.1.3. Sea R un anillo y sea a € R un elemento nilpotente de R con
indice n tal que a™' es regular von Neumann. Sea b € R un inverso de Rus de a.
Entonces existen n idempotentes ortagonales no nulos {ek}::1 en R (que

n
dependen de b) tales que, si e = Zek, entonces se verifica:
k=1

1. ea=ae,
2. am'e =qagm.
3. (1-e)a es nilpotente de indice menor que n.

4. eRex=M, (eRe)y, si{e }7_-=1denotan a las matrices unidades del anillo

n-1
de matrices eRe, entonces ea = Ze
k=1

k+1k*

5. Para, todo s € {1, 2,... ,n =1}, (ea)® es unit-rcqular en eRe ya que, si

n-1
d=> e, 1+e,, entonces (ea)d*(ea)® = (ea)* y d es invertible en eRe.
k=1
Demoslracion. Como a es un elemento nilpotente de R de indice n tal que g™
es regular von Neumann entonces, por el Lema 4.1.1, a tiene inverso de Rus
en R, es decir, existe b € R tal que

a'ba" = a"", ba"'b = b y bakb = 0

para todo k € {0,7,...,n — 2}. Consideremos e, =dabaparai, j=1,2,..,n.
Entonces tenemos que

_ u-l n-v ~r-1 n-s _ ~u-1 n-v+r-1 n-s __
e e _=ad"ba""a"ba"* =a""ba ba"* =

uvr,s

§,,a"ba"'ba"* =5, a"'ba"* =35, e

v,r-u,s'!
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donde 6w denota la delta de Kronecker, es decir, 6u’, =0,siv#rny 6’r =1,
siv =r. Por lo tanto, {ek = ekyk}: _esun conjunto de idempotentes ortogonales.

Ademas, estos idempotentes son no nulos, ya que

_ _ ~n-1 n-1 _ ~n-1
e, &8, ,=¢e,=0a"ba" =a"" =0.

1. Como ea=ba"=0,ae =a"b=0y

paratodok =2, ..., n, entonces e=Zekes un idempotente de R que
k=1

conmuta con a:

G€=G(i€/]=0[n11ei)=[i€ija=[iei]0 =eaq.

i=2 i=1

j=

2. d"e=a""e,=a""ba"" =a"".

3. Como (1—e)a:a—ea:a—ae:a(1—e)y(1—e)2:(1—e), entonces

(('I _ e)a)m1 _ (f' _ e)an—1 g™ —eg™ =0.

n . .
4. Como {e, j} es un conjunto de matrices unitarias, donde e,; = a”'ba"”
i ,

paracadai, je {1, 2,...,n}, entonces eRe es isomorfo al anillo de matri-
ces M (e,Re)) (ver [50, (17.5) y (17.6)]). Ademas, tenemos que

ea=eae=(e,+-+e )ae +-+e )= e, ae =

n-1 n-1
(Gkbanfku)a(amban« ) _ a“ba™'ba"* =
k=1 k=1

=1 n-=1
k n-k __
a“ba - Z ek+1,k .
k=1

>

k=1

n+1

n-s S
— .
5 Si d=)e . ,+e,, entonces d°=>e +>e . . paratodo
k=1 k=1 k=1

n
se {1, 2,...,n}esinvertible en eRe, ya que d" =Zek .- Por otra parte,
n-1 s n-s k=1
como ea=Y e, entonces (ea) =y e, , paratodose{l, 2, ...,
k=1 k=1
n -1}, con lo que
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y, por tanto,

paratodose{l, 2,.. n-1}.

Observacion 4.1.4. En la representacion matricial de ea dada en el punto 4 del
teorema anterior, se tiene que e, = b = eb = be es un inverso de Rus de ea
con idempotente asociado e.

Definicidon 4.1.5. Sea R un anillo y sea a € R un elemento nilpotente de R
con indice n tal que a"' es regular von Neumann. Sea b € R un inverso de
Rus de a y sea e el idempotente asociado a b. Al idempotente e se le llama
idempotente bloque, y diremos que ea es un elemento bloque asociado al
idempotente bloque e.

Observacion 4.1.6. Si un elemento a € R es regular von Neumann y nilpotente
de indice 2, se tie ne que a es un elemento bloque asociado al idempotente
bloque e = ba + ab para cualquier inverso de Rus b de a. Nétese que, en
general, si a € R es nilpotente de indice n, "' es regular von Neumann y b
es un inverso de Rus de g, el idempotente bloque dado por el Teorema 4.1.3
ese = (a+b)", yaque

n
n
(a+b) =a"'b+a"?ba+--+aba"’ +ba"" =Y e =e,
i=1

por ser bakb = 0 paratodok =0, 1, ..., n—2.

Observacion 4.1.7. El punto 5 del Teorema 4.1.3 nos ofrece una representacion
del elemento ea como un «bloque de Jordan» (como la forma canonica de
Jordan de un elemento nilpotente en un anillo de endomorfismos de un espa-
cio vectorial de dimensién finita). Ademas, tanto ea como sus potencias son
regulares von Neumann, con lo que si a a es un elemento blogue nilpotente
de indice n, La regularidad von Neumann de a"'implica que cada potencia
de a es regular von Neumann.

Notese que la forma canodnica de Jordan obtenido en este teorema no es
exactamente la forma candnica de Jordan de un anillo de matrices sobre un
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cuerpo. En el ambiente clasico, sia € M_ (F) es un elemento nilpotente de
indice n, obtenemos tantos bloques de Jordan de tamano n como el rango
de a"". En la descomposicion de Jordan dada en el apartado 4 del Teorema
4.3, todos los bloques de Jordan del mismo tamano colapsan en uno.

Ejemplo 4.1.8. Sea F un cuerpo y consideremos el anillo regular von Neumann
R = M,(F). La matriz

0O 00 O0O0O O
170 0 00O
o 1D 2 Slemiy
000 1TO0O
00 0O0T11TO

consiste en dos bloques de Jordan de tamano 3 x 3 asociados al autovalor O.
6
Si {ei j} denotan a las matrices unitarias de M (F), entonces A =e,. + e, +
i e , ,

e, + €45 El elementd A € R es nilpotent e de indice 3, ya que A = e, + e, .
Uninversode Rusde AesB=e¢e , +e, yaque

2 2
APBA” = (e, +e,,)(€s +eus ) (€5 + €04 ) =
_ _ A2
(es,a + ee,e)(es,1 +€.4 ) =€31T€4 = A%
2n —
BA°B = (81,3 + 64’6)(83“ + 96’4)(91’3 + 84’6) =

(em t€ )(61,3 teus ) =€, +€,,=B

BAB = (e1,3 + 64,6)(62’1 + 83,2 + es,4 + 86,5)(81’3 + e4,6) -
(e1,2 + 64,5)(61,3 + e4,6) = 0.

Si denotamos por letras mayusculas a los idempotentes e, definidos en la
demostracion del Teorema 4.1.3, tenemos que

E1,1 —BA” = (81,3 + e4,6)(e3,1 + e6,4) =€ 1t€44
E,, =ABA= (92,1 +E,+6,+ 96,5)(91,3 + e4,6)(82,1 tE0+ 65,4+ es,s) =

(ez,s + 65’6)(82’1 tE5, 65,4+ es,s) =€, 1655
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— A’R — —
E3,3 =AB= (83’1 + 66,4)(81,3 + 64,6) - 63,3 + ee,el

con lo que

E= EH+E2’2+E3 =1|d

,3

y, por tanto, A = EA es un elemento bloque asociado a la matriz identidad
EenR.

Notese que

— 2 — - —
E2,1 = ABA? = AE1,1 - (92,1 + 63,2 + es,4 + ee,s)(em + 64’4) - ez,1 + e5,4

ESI2 = A?BA = E3,3A = (e3,3 + 66,6)(82’1 +e,,+e,+e

54 =€

32T €

6,5) 6,5'

conloqueA =E, +E,, Luego R~ M,(E RE ), con E.RE = M,(F)
000
10
A=l 0 O ,dondel:(O J.
010

Corolario 4.1.9. Sea R un anillo y sea a € R un elemento nilpotente no nulo de
indice n tal que a® es regular von Neumann para todo s € N. Entonces existe

una familia de idempotentes ortogonales no nulos {u,}’_k:1 de R que conmutan
k

con a y tales que a= Zu,a donde, para cada i€ {1, 2, ..., k}. uaes un ele-
i=1

mento bloque nilpotente de indice n, conn =n,>n,>--->n,, asociado al
idempotente bloque u..

Demostracion. Sea a" := a. Por el Teorema 4.1.3 existe una familia de idem-
potentes ortogonales no nulos {e@}; tal que, si u, :=§eﬁ1), entonces
u,a” = u,a = a"u, = au, es un elemento bloque nilpoténte de indice
n,=ny((1-u)a""" = 0. Por lo tanto, a® :=(1-u,)a"” = (1-u,)a es nilpotente

de indice n,, con n = n, > n,. Veamos que (a®)n?" os regular von Neumann.
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Como a"*" es regular von Neumann. entonces existe ¢ € R tal que a"?"'ca"? =
a"y. si multiplicamos por 1 - u, por ambos lados obtenemos

(1 - u1)a”2’1cc1”2’1 (1 - u1) = (1 - uw)a”z’1 (1 — u1),
con lo que
(@)rle(a®) = ((1 - u)a)=" c((1 - u)a)" =
(1-u)an'c(1-u)am" = (1-u)an"can" (1-u) =
(1-u)a™"(1-u) = ((1-u)a)="=(a?)n".
Por el Teorema 4.1.3, existe una familia de idempotentes ortogonales no nulos
{e‘z’}k tal que, siu, Ze‘” entonces u,a” = u,(1-u,)a=a”u, es un ele-
mento blogue nilpotente de indice n, = ny ((1 - u,)a?)™" = 0. Ademés, como
e? e (1-u)R(1-u) paratodok = 1,...,n,- entonces u, € (1 - u)R(1 - u,),
conlo uu, = 0 = u,u,. Ahora bleu, como uu, = u,u, = 0, u,a? = a?u,y a? =
(1-u,)a, entonces
u,(1-u,)a=u,a" =a®u, =(1-u,)au,,
es decir,
u,a - u,u,a = au, - u,au, = au, - au,u,.
Luego u,a = au,,.
Mediante un argumento recursivo, tenemos que existe una familia de idem-
potentes ortogonales no nulos {u,.}/_k:1 de R, tales que ua es un elemento
blogue nilpotente de indice n' asociado al idempotente blogque u, para todo

k
ie{1,2,..,k}donden=n,>n,>--->n,.Porultimo, a=> ua, yaque
i=1

a=ua+(1-u)a=ua+u,a+(1-uja= Zua
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Ahora seguimos el procedimiento clasico para extender los resultados ante-
riores a elementos algebraicos en un algebra asociativa y unitaria R sobre un
cuerpo F.

Teorema 4.1.10. Sea R un dlgebra asociativa y unitaria sobre un cuerpo F
y sea a un elemento algebraico de R tal que su polinomio minimo ma(X) se

descompone totalmente en F[X] como ,li<X -A )n’, donde A, # A, sii # j. Supon-
gamos que (a - \)k es regular uon Neumann para cada k. <n, coni=1, ..., k.
Entonces existe una familia de idempotentes ortogonales {vs}::1 y familias
de idempotentes ortogonales {u, } C u_Rv, todos conmutando con a, tal que
a=2u,a, donde cada u, a - \u,; € U, Ru,; es un elemento bloque nilpo-

tente de indice n_, < n_asociado al idempotente bloque u_, es decir, u, Ru, =
M..(S, ) para algun dlgebra unitaria S_; y u_a tiene la forma

ns,i

4, 0 0 - 0 0
14 0 « 0 0
.0

0O 1 4 0

O 0 O 1T A
Demostracién. Para cadas =1, 2, ..., k, definamos qs(X):zn(X—/I,)"’.
Asi, tenemos que q,(X), . . ., g,(X) son coprimos. Luego, aplicando la Identidad
de Bezout, existen r,(X), . . ., r,(X) € F[X] tales que

r.(X)q,(X) + r,(X)g,(X) + - - - + r(X)q(X) = 1.

Si definimos v, := r (a)g (a) paracadas =1, 2, ..., k, tenemos que {v_}*

es una familia de idempotentes ortogonales que conmutan con @, ya que

v, € Fla] para todo s € {1,2,..., Kk} Luego v (a-A) € V,Rv_ es un elemento
k

nilpotente de R de indice n_ paratodo s € {1, ..., k}, por ser [ [(@-2)" =0
i=1

y

r(a)g,(a) + r,(a)g,(a) + - - +r(a)gla) = 1.
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Notese que, como paracadas =1,2,...,k, v (a-A) = (a-A)v, y (a-A )k
es regular von Neumann para todo k; < n, entonces v (a - A )k, es regular
von Neuman para todo k; = n. Luego, aplicando el corolario anterior a cada
v.(a - A,) € vs Rv_, existe una familia de idempotentes ortogonales
{u,}7:, c v,Rv, que conmutan con v (a - A ) y tales que

vs(a—ls)=i u v a=2),

donde cada u_,v (a-A,) es un elemento bloque nilpotente (asociado al

s’ s
|dempotente bloque u, ) de indice n., donden ,=n ., >n_,>....Paracada
s=1,2, .k, se tiene que v_Rv_es un anillo umtarlo con elemento unidad

ms
v,, con lo que la familia de idempotentes {us ,} puede completarse a una
=1

familia completa de idempotentes ortogonales afadiéndole el idempotente

siempre que u # 0. De esta forma, tenemos que u (a-A) =0, conlo

s,ms+1 s,ms+1

nﬂs‘*”I ope .
que {us ,}_ es una familia completa de idempotentes ortogonales que con-

i=1

mutan con v (a - A), tales que

ACEISE YRACERS)

y donde cada u_ v (a - A\,) es un elemento blogue nilpotente (asociado al

SIS

idempotente bloque u, ) de indice n,,dondens=n_>n,>..>n =1

s,m+1

mg+1

Ahora bien, como {uS’,}V cVv,Rv, paracadase {12,..., k}, entoncesu_v, =

i=1

u,, = v, paratodou_, conlo que cadau (a-A) =u,a-Au, €U Ru, es

SI S SI S SI

un elemento bloque nllpotente asociado al |dempotente bloque u de mdlce
n,,donden =n_>n_,>..>n Ademas, como cada u_, conmuta con

5,2 s,ms+1"

v (a A, entone es cada u,, conmuta con a, ya que

us,ia_z'sus,i =us,ivs (G_ﬂ’s)z(a_ls)vsus,i =(G_ls)us,i =aus,i _A'sus,i‘
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mg+1

k
Por otra parte, como D u,,=v,y» v =1, entonces
S

i=1 =1
> ua=Y va=a.
s s

Por ultimo, aplicando el Teorema 4.1.3 a cada elemento u, v (a - \) =
ugla-nN)=u la-AJu,eu, Ru, =M, (S ) conS  un algebra unitaria,

tehemos que u (a- A J) puede verse como una matriz de tamafo n,,xn, de
la forma v

—_—
o
o
o
o

60600 .« 0O
000 -~ 10

con lo que u_a puede verse como una matriz de tamano n_xn_de la forma

2,00 - 00
12000

014 00
000 40
000 12

S

Corolario 4.1.11. Todo elemento algebraico en un algebra unitaria regular von
Neumann sobre un cuerpo algebraicamente cerrado admite una forma cano-
nica de Jordan.

Observacion 41.12. En general, ni el inverso de Rus ni el idempotente aso-
ciado en el Teorema 4.1.3 son unicos: si R=M (F)ya e , €R, el elemento
b=e, eResuninversode Rusdeayaesun elemento de bloque con idem-
potente bloque asociado

e=ba+ab=e, e, +e .6, =€, +€,,.

2,171,2 12721

Elelemento b’ =e,, , € Resotroinverso de Rus de a 'y a es un elemento
de blogue con |dempotente de bloque asociado

e’:ba+ab=(ez1+e31)e12+e12(ez1+e31)=eH +e,, +e,,.
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Sin embargo, veremos que todos los idempotentes bloque coinciden cuando
son centrales.

El siguiente resultado es (c) = (a) de [39, Theorem 7.2].
Lema 4.1.13. Sea R un anillo no necesariamente unitario y sea {e,}l_n:1 un con-
junto de idempotentes ortogonales no nulos, donde uno de ellos puede ser

de la forma1- e €R', con e un idempotente de Ry R' = R + Z1la, unitilizacion

xex, e x e #0.

de R. Supongamos que existe x, eR,i=1,..,n-1,con exe,xX, X €,

Entonces R tiene un elemento nilpotente de indice n.

n-1
Demostracién. Consideremos el elemento a:= Y ex.e, , €R. Entonces

i=1

i+1

a es nilpotente de indice n, ya que a"' =ex,e,x,---e,_x e #0ya"=0.
Definicién 4.1.14. Sea R un anillo y sea a € R un elemento nilpotente de indice
ntal que a"'es regular von Neumann. Diremos que a €s un bloque maximal
si uno de los idempotentes bloque asociados a a esta en el centro de R, es
decir, si existe un inverso de Rus de a tal que el idempotente construido en el
Teorema 4.E3 es central.

Proposicion 4.1.15. Sea R un anillo y sea a € R un bloque maximal. Entonces
todos los idempotentes bloque centrales asociados a a coinciden.

Demostracion. Sea. a € R un elemento nilpotente de indice n tal que a"'es
regular von Neumann y supongamos que e es un idempotente bloque aso-
ciado a a tal que e € Z(R). Por el apartado 4 del Teorema 4.1.3, tenemos que

n-1
eRe = I\/In(e1 Rew) yea=)"e.. . Denotemos por (") al ideal generado por
k=1

n-1
a"'. Veamos que (a""y = eR. Por una parte, como ea:Zek+1 . entonces

k=1

con lo que

86



CAPITULO 4. UNA FORMA CANONICA DE JORDAN PARA ELEMENTOS NILPOTENTES

paratodo i, je€ {1, ..., n}y, portanto, e € (a"". Luego eR c <a””>. Por otra
parte, como a"' =ea""' e eRy eR es unideal de R por ser e e Z(R), entonces
<a”’1> < eR. Por lo tanto, <a’”> es un anillo unitario, siendo e su elemento
unidad.

Supongamos ahora que e' € Z(R) es otro elemento bloque asociado a a. Repi-
tiendo el mismo razonamiento, tenemos que (a"") = e'R, siendo e' el elemento
unidad de (@"". conlo que e' = e. O

Corolario 4.1.16. Sea R un anillo y sea a € R un elemento nilpotente de R de
Indice maximal n tal que a"" es regular von Niinmann. Entonces a es un blo-
que maximal y sus idempotentes bloque asociados coinciden.

Demostracion. Como a es nilpotente de indice n 'y a"' es regular von Neu-
mann entonces, por el Teorema 4.1.3, existen n idempotentes ortogonales

n
n . .
no nulos je.! tales que e=>» e es un idempotente bloque asociado a a.
1 1 1
= e

Veamos que eR(1-¢e) =0 = (1 - e)Re.
Por reduccion al absurdo, supongamos que eR(1 - e) # 0. Como eR(1 - e) # 0,
existe k € {1,..., n}yx € Rtales que e x(1-e)=0, con lo que

61, wew, 262, 2 "'ek-1, k-1ek—1, k+1ek+‘\, k41 "'en, nen, kek, kX(1 - e) # 0.
Por el lema 4.1.13, existe un elemento nilpotente de indice n + 1, lo cual es una
contradiccion, ya que R no tiene elementos nilpotentes de indice mayor que n.
Luego eR(1-¢) = 0.

De forma analoga, se tiene que (1 - e)Re = 0y, por tanto, e € Z(R), con lo
gue todos los idempotentes bloque asociados a a son centrales. Aplicando
ahora la Proposicion 4.1.15, obtenemos que todos los idempotentes bloques
asociados a a coinciden. O

Varios autores han estudiado los anillos semiprimos con indice de nilpo- tencia
acotado como, por ejemplo, los trabajos de Beidar y Mikhalev [15] y Hannah
[40]. Mencionamos también el resultado de Armendariz [4, Theorem 1],
donde demostré que un anillo semiprimo de indice maximo n es un producto
subdirecto de anillos primos de indices menores o iguales que n.
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En el siguiente resultado describimos la estructura de los anillos con un ele-
mento nilpotente a de indice maximo n y tal que a™"' es regular von Neumann.
Con algunas condiciones adicionales sobre la regularidad del anillo, damos
descripciones mas precisas sobre los coeficientes de los anillos de matrices
involucrados. Algunos de los apartados de este teorema ya han aparecido en
la literatura (por ejemplo, el segundo punto es [39, Lemma 7.17] y el quinto
punto es [39, Theorem 7.9]).

Teorema 4.1.17. Sea R un anillo y sea a € R un elemento nilpotente de indice
maximal n tal que a™' es regular von Neumann. Entonces

1. Cualquier inverso de Rus de a da lugar al mismo idempotente (central)
eyR=eRe® (1-e)R(1-e). Ademds, eRe = M (S), donde S es un anillo
unitario sin elementos nilpotentes no nulos.

2. SiResregular von Neumann, eRe = I\/In(S), donde S es regular abeliano.

3. Si R es indescomponible, R I\/In(S), donde S es un anillo unitario sin
elementos nilpotentes no nulos.

4. SiResprimo, R= M (S), donde S es dominio unitario.

5. SiResindescomponible y regular von Neumann, R = M (A). donde A es
un anillo de division.

En cualquer caso, si. R es indescomponible, e =1y a es un elemento bloque.

Demostracion. Como a es nilpotente de indice ny a"' es regular von Neu-
mann entonces, por el Teorema 4.1.3, existen n idempotentes ortogonales no

n ul .
nulos {e.! talesque e=)» e yea=aeeeRex=M (eRe). i=1
)iz = i n'~1 1

1. Por el Corolario 4.1.16, solo existe un idempotente blogue (central)
asociadoaay R = eRe® (1 - e)R(1 - e). Supongamios que b € e,Re, es
n-1

un elemento nilpotente no nulo de indice m. Veamos que b+zem+1 es
k=1

nilpotente de indice n + 1. En primer lugar, nétese que como b € eRe, C R
y el indice de nilpotencia maximal en R es n, entonces m < n. Ahora bein,
dado [ € N, tenemos que

i
n=1 n-1
N
(b + Zek,mj =b + be1,/ + Zek,kw
k=1 k=1
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yaqueb =e  be, €e Re.En particular, tenemos que

-1 n-1
_ |01
(b+zek,k+1j =b +be1,n—‘l+e‘|,n'
k=1

con lo que

n-1 n
(b + Zek’m] =b"+be,  =be #0

k=1

n-1
por serb = be,, = be, e #..Porlotanto, b+ e ., esun elemento nil-
' o k=1
potente de indice n + 7> n, lo cual es una contradiccion. Luego e,Re, no
tiene elementos nilpotentes no nulos.

Si R es regular von Neumann, entonces S = e,Re, es regular von Neumann.
Como S no tiene elementos nilpotentes no nulos y es regular von Neu-
mann, entonces S es regular abeliano ([39, Theorem 3.2]).

Si R es indescomponible entonces e = 1, ya que ea"' = "' # 0. por ser a
nilpotente de indice n. Luego, por el apartarlo 1, tenemos que R = M_ (S)
y S = e,Re, es un anillo unitario sin elementos nilpotentes no nulos.

Si R es primo, entonces R es indescomponible y, por tanto, e =1y R~ M_
(S). Como R es primo, entonces S = e Re, es tambien primo. Como S es
un anillo primo y no tiene elementos nilpotentes no nulos, entonces S es
un dominio.

Como R es indescomponible y regular von Neumann, entonces R = M (S).
donde S es regular abeliano. Veamos que S es un anillo de division. Sea
x € S, con x # 0. Como S es regular von Neumann, existe entonces y €
S tal que xyx = x y. por tanto, xy es un idempotente (central) de S dis-

n

tinto de cero. Luego »’(xy)e;, € R es un idempotente central no nulo de
i=1

R. Ahora bien, como R = M_(S) es indescomponible y xy # 0, entonces
1= (xy)e, =(xy)Y e, con lo que xy = 1. Por lo tanto, S es un anillo de
i=1 i=1

division.
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5.1. Resultados principales

A modo de resumen, los principales resultados de este trabajo son los
siguientes:

1. El Corolario 3.1.4 ([36]), que nos indica bajo qué condiciones un algebra
de Jordan L, asociada a un elemento ad-nilpotente a de indice menor o
igual que 3 en un algebra de Lie L, es especial. Concretamente:

Sea L un dlgebra de Lie fuertemente prima sobre un anillo de escalares ¢,
n % %e ¢ .y seaae L unelemento Jordan. Si Ker,a no es subdlgebra
de L, entonces L es un dlgebra de Jordan fuertemente prima y especial.

co

2. El Corolario 3.2.6 ([36]), con el que obtenemos la especialidad del sub-
cociente asociado a un ideal interno abeliano B de un algebra de Lie L:

Sea L un dlgebra de Lie fuertemente prima sobre un anillo de escalares ¢.
Sea B un ideal interno abeliano de L y consideremos Ker,B. Supongamos
que existe n e N tal que [B, Ker,B]" c B. Si Ker,B no es subdlgebra, de L,
entonces el subeoeiente (B, L/Ker B) es un par de Jordan especial fuer-
temente primo.

3. Elapartado 4 del Teorema 4.1.3 ([38]) que nos permite caracterizar un
elemento ea € R como un bloque de Jordan de tamafo n x n. donde a es
un elemento nilpotente de R de indice n, con a"' regular von Neumann,
y e es un idempotente de R que se construye a partir de a:

Sea R un anillo y sea a € R un elemento nilpotente de R con indice n
tal que a"' es regular von Neumann. Sea, b € R un inverso de Rus de

a. Entonces existen n idempotentes ortagonales no nulos {ek}::1 enR
(que dependen de b) tales que, si e=Y e,, entonces eRe = M, (eRe.) y,
k=1
Si {e,j}_n, 1 denotan a las matrices unidades del anillo de matrices eRe,
i

n-1
entonces ea=eqe = Ze
k=1

K+1,k"
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Gracias a este resultado y al hecho que se recoge en el punto 3 del Teo-
rema 4.1.3, que nos indica que (1 - e)a es nilpotente de indice menor que
n, tenemos el Corolario 4.1.9 ([38]) que nos descompone un elemento
nilpotente a en un anillo arbitario R como suma de elementos blogue
nilpotentes siempre que todas las potencias del elemento a sean regular
von Neumann:

Sea R un anillo y sea a € R un elemento nilpotente no nulo de indice n
tal que as es regular von Neumann para todo s € N. Entonces existe una

familia de idempotentes ortogonales no nulos {u,.}; de R que conmutan

k
con aytales que a = ZU,U ua donde, para cada, i € {1,2,..., k}. uaesun
i-1
elemento bloque nilpotente de indice n, conn =n, >n, > ... > n,, asociado
al idempotente bloque u.

En otras palabras, este resultado nos aporta una forma canodnica de
Jordan del elemento nilpotente a.

5.2. Métodos utilizados

La metodologia aplicada para lograr los resultados citados anteriormente
podrian resumirse de la siguiente forma:

1.
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Para el estudio de la especialidad del algebra de Jordan L, la clave esta
en utilizar el algebra 5-graduada

[-6,86,/6,8G,/G,8G,/G,®G,/G,
que aparece gracias a la filtracion principal definida por g,
G,cG,cG,cG,cG,,
donde G, = (a), = [a, [a, L]] + ¢a, G, = Ker,ay G, = L, dada en [35].
Gracias a esta filtracion, obtenemos que el par de aplicaciones
¥,:G,—>Hom(G, /G, G,/G,)

¥, :G,/G,—»Hom(G,/G,, G, /G,)
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definidas por , (b) = ad, paratodo b € [a, [a, L]] + ¢a, y Y, (x) = ad,
para todo X € L/Ker,a, es un homomorfismo de pares de Jordan entre
V=(G, G,/G)y el par de Jordan especial

(Hom(6,/6,,6,/6,,),Hom(G,, /G, G, /GO))(+).

Por ultimo, gracias a un resultado técnico, obtenemos que el nucleo de
este homomorfismo entre pares de Jordan es cero si L es un algebra de
Lie fuertemente prima tal que Ker,a no sea un subalgebra de L.

Dado un ideal interno abeliano B, para determinar las condiciones bajo
las cuales el subcociente (B, Ker,B) es especial se sigue el mismo
procedimiento, sin embargo, en este caso no disponemos de una filtracion
adecuada. Por ello, el primer paso es construir una filtracion asociada a B,
es decir, una cadena de conjuntos

..cF cF . c..cF c..cF cF c..
-n -n+1 0 n-1 n

donde F_:={0}yF,_:=Lparatodom >ny

F. =B
F, = [BKerB| +B,parak=1.,n-1

fo = {xeL:[xB|]cB}

F = ad[”B’;;;B](KerLB)+FO,para s=1..n—1
Fot

De esta forma, se obtiene que el algebra de Lie Z-graduada inducida

[=F ®.®F/F_
—~ —

L-n Ln

tiene como par de Jordan asociado al subcociente

[Ln, Ln] = (B, L/Ker,B)
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y, por tanto, el par de aplicaciones

n-1"

¥ i, aHom(zn_h Lj
PRI Hom[u, Lj

definidas por g, (X){y) ad y para todo x e ffcn y paratodoy e IfM, Si
o=+0ye L, sio=- esunhomomorfismo de pares de Jordan entre
(B, L/Ker,B) = (L_, L)y el par de Jordan especial

-n

(+)
[Hom(ﬁn_u L J Hom[L_h L B .

Para poder determinar esta Z-filtracion acotada asociada a un ideal
interno abeliano B necesitamos una condicion aparentemente fuerte: que
exista n e N tal que [B, [KerLB’]n C B Esta restriccion termina resultando
menos restrictiva de lo que parece, ya que se verifica en las algebras de
Lie mas usuales.

Por ultimo, gracias a algunos resultados técnicos, obtenemos que el
nucleo del homomorfismo entre pares de Jordan (., @, ) es nulo si L
es un algebra, de Lie fuertemente prima, y Ker, B es un subalgebra de L.

Para determinar la forma canodnica de Jordan del elemento nilpotente
a dada en el Corolario 4.1.9. debemos construir un idempotente e de R,
que conmuta con g, y tal que eRe = M (S), donde S es un anillo unita-
rio. Gracias a este idempotente, podemos expresar el elemento a como
a=ea+ (1-e)a, siendo ea e eRe = M (S) un bloque de Jordan de tamafo
nxn.

Para ello, hacemos uso de un inverso de Rus de g, esto es, un elemento b
e Rtalque a"'ba™ = a™', ba™'b = by ba*b = 0 paratodo k € {0, 1,..., n-2}.
Dado un inverso de Rus b del elemento a, podemos construir una familia

de idempotentes {e,.}_n1 de man era que e=)_e. Ademas, se tiene que el
= i=1

anillo unitario S que aparecia como anillo de escalares bajo el isomorfismo
eRe =M (S)es S = eRe,.
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ANALISIS DE LOS RESULTADOS Y
CONCLUSIONES PARCIALES

En la primera parte de este trabajo nos centramos en estudiar la especiali-
dad del algebra de Jordan asociado a un elemento ad-nilpotenten de indice
menor o igual a 3y la especialidad del subcociente asociado a un ideal interno
abeliano ([36]).

En el caso del algebra de Jordan L asociada a un elemento ad-nilpotente a
de indice menor o igual a 3 de un algebra de Lie L fuertemente prima sobre un

) 11 L .
anillo de escalares ¢, con 23 €, tenemos que L, es especial si el conjunto
Ker.a= {X el: [a, [a, X:H = 0}

no es un subalgebra de L. Para ello, utilizamos el trabajo de Esther Garcia
y Miguel Gémez [35] en el que se demuestra que para cualquier elemento
ad-nilpotente de indice menor o igual que 3 a € L da lugar a una filtracion

G,cG,cG,CG ,CG,,

donde G, = (a) , = [a, [a, L]] + @a, G, = Ker,ay G, = L, lo que induce un
algebra 5-graduada

L=G,®G /G ,8G,/G @G, /G,®G,/G,
Notese que, es este caso, se tiene que
[(a), . Kera]=[6,.6]cc,

conlo que [(a),, Ker,a]*c G, = (a), y [(a) , Ker a]® = O. Esta filtracion principal
asociada a un elemento ad-nilpotente de indice menor o igual que 3 y sus
propiedades seran de utilidad para poder construir posteriormente una filtra-
cién asociada a un ideal interno abeliano de un algebra de Lie.
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Cuando B es un ideal interno abeliano de un algebra de Lie L fuertemente
prima, no solo tenemos que pedir que el conjunto

KerB={xeL:[B,[B, x]]=0}

no sea un subalgebra de L, sino que necesitamos que [B, Ker B] sea una
subalgebra nilpotente de L. Esta condicion se tiene cuando existe n € N tal
que [B, Ker,B]" c B, ya que esto implica que

(B, kerB]" <[B,[B,KerB]]=0.

Bajo la condicion [B, Ker B]" c B para, algun n e N. podemos construir una
Z-filtraciéon acotada asociada al ideal interno abeliano B de manera, que B
es el primer submaodulo no nulo de la filtracion. Ademas, el par de Jordan
asociado al algebra de Lie Z-graduada inducida por esta filtracion coincide
con el subcociente (B, L/Ker, B). Esta filtracion extiende a la filtracion principal
inducida por un elemento ad-nilpotente de indice menor o igual que 3 definida
en [35].

Por lo tanto, si pedimos como condicién extra que exista n € N tal que
[B, Ker,B]" c B, no solo tendremos que [B, Ker B] es nilpotente, sino que ade-
mas podremos utilizar la filtracion inducida por el ideal interno abeliano B para
demostrar la especialidad del subcociente (B, L/Ker,B).

En ese caso, debemos analizar la hipotesis [B, Ker,B]" ¢ B para algun n e N,
llegando a la conclusion de que no es una hipotesis muy restrictiva, ya que se
verifica en las algebras de Lie mas usuales: si B es un ideal interno abeliano
de un algebra asociativa semiprima R, B es un ideal interno abeliano de los
elementos antisimétricos de un algebra asociativa semiprima con involucion,
0 B es un ideal interno abeliano de longitud finita de un algebra de Lie no
degenerada, la condicion [B, Ker B]" ¢ B siempre se verifica para un cierto
n € N. Sin embargo, queda abierta la cuestion de si siempre existe n € N tal
que [B, Ker,B]" c B en mi algebra, de Lie L no degenerada, fuertemente prima
o simple.

Analizamos también la relacion existente entre la filtracion principal asociada a
un elemento ad-nilpotente a € L de indice menor o igual que 3 en un algebra

de Lie no degenerada sobre un anillo de escalares ¢, con % %e(/}, y la filtra-

cion asociada al ideal interno abeliano B = (a), = [a, [a, L]] + ®a. Si denotamos
por {G},_, a la filtracién principal definida por a dada en [35] y por {F}_, a la

filtracion asociada al ideal interno abeliano B = (a),, tenemos entonces que
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N
o

1 2

F, « F, ¢« FF ¢« F = K < F =1L
o

G, c G, ¢ G, < G = K c G, =1L

1

Ademas, ambas filtraciones coinciden cuando a € [a, [a, L]].

En la segunda parte del trabajo obtenemos una forma candnica de Jordan de
un elemento nilpotente en un anillo arbitrario ([38]). Si a € R es un elemento
nilpotente del indice ny a™" es regular von Neumann, podemos construir un
idempotente e € R, que conmuta con @, y tal que eRe = M _(S), donde S es un
anillo unitario. Ademas, el elemento a se descompone como a = ea + (1-e€)a,
siendo ea € eRe = M (S) un bloque de Jordan de tamafio n xny (1-e)a un
elemento nilpotente de indice menor que n. Tal idempotente e aparece gracias
al concepto de inverso de Rus del elemento g, esto es, un elemento b de R
verificando que a™'ba™ = @™, ba™'b = by ba*b = 0 para, todo k € {0, 1,...,
n - 2}. Dado un inverso de Rus de g, definimos una familia de idempotentes

n i=1py yn—i _ <
{e} . cone=d"ba"", tal que e_z;e,.
1=
Gracias a este resultado, demostramos que si a € R es un elemento nilpotente
tal que as es regular von Neumann para todo s € N. entonces existe una familia

. k
de idempotentes ortogonales no nulos {u,}H, todos ellos conmatando con a.

k
tales que a se pueden descomponer como a = Zuio, donde cada elemento
i=1
ua es mi elemento blogue nilpotente de indice n. conn=n,>n,>--->n,,
asociado al idempotente bloque u. Al ser cada sumando u.a un bloque de
Jordan, llamaremos forma canodnica de Jordan del elemento nilpotente a a la
suma de estos bloques de Jordan.

Aplicamos estos resultados para describir la estructura de los anillos con
un elemento nilpotente a de indice maximo n y tal que a"" es regular von
Neumann. Con algunas condiciones adicionales sobre la regularidad del anillo,
damos descripciones mas precisas sobre los coeficientes de los anillos de
matrices involucrados. Por ejemplo, si R es regular von Neumann, entonces
eRe = M (S), donde S es regular abeliano y, si ademas R es indescomponible,
entonces S resulta ser un anillo de division.
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PRINCIPALES HALLAZGOS E
IMPLICACIONES

La posibilidad de poder ver un sistema de Jordan dentro de un sistema aso-
ciativo ha sido considerada desde el comienzo de la Teoria de Jordan. Por
ello, uno de los resultados principales de este trabajo ha sido dar condiciones
bajo las cuales sistemas de Jordan asociados a un algebra de Lie L fuerte-
mente prima son especiales. Se ha estudiado la especialidad tanto del algebra
de Jordan asociado a un elemento ad-nilpotente de indice menor o igual que
3 como del subcociente asociado a un ideal interno abeliano. Ademas, ambas
condiciones son condiciones Lie, aunque tratamos con sistemas de Jordan.

En el caso del algebra de Jordan L asociada a un elemento ad-nilpotente a
de indice menor o igual que 3 de un algebra de Lie L fuertemente prima sobre

_ 11 o
un anillo de escalares ¢, con 53 €¢, tenemos que L, es especial si Ker,a no
es un subalgebra de L.

Cuando B es un ideal interno abeliano de un algebra de Lie L fuertemente
prima, tal que [B, Ker,B]" c B para algun n € N'y Ker, B no sea un subalgebra
de L, entonces el subcociente (B, L/Ker,B) es especial. Gracias a este resul-
tado obtenemos que si R es un algebra asociativa sobre un anillo de escalares

11 . . .
¢, tal que > §e¢, y consideramos el algebra de Lie L = R~ /Z(R), entonces

el subcociente (B, L/Ker,B) es especial y fuertemente primo para cualquier
ideal interno abeliano B de L. Estos resultados se encuentra en el articulo
publicado [36].

Otro resultado de suma importancia es poder caracterizar un elemento
ea € R como un bloque de Jordan de tamafo n x n, donde a es un elemento
nilpotente de R de indice n, con a_, regular von Neumann, y e es un idem-
potente de R. Concretamente, si a € R es un elemento nilpotente del indice
n con @™ es regular von Neumann, podemos encontrar un elemento b € R tal
que a™'ba"" = a™', ba"'b = by bab = 0 para, todo k € {0, 1,..., n - 2}.

A un elemento con estas caracteristicas se le denomina inverso de Rus de b.
Dado un inverso de Rus del elemento a, construimos una familia de idempo-

k
n . .
tentes {e,}H, con e, = a”'ba™. De esta forma, obtenemos que e=>» "e es un
- i=1

idempotente que conmuta con a y tal que eRe = M (S), donde S es un anillo
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unitario. Haciendo uso de este idempotente e, el elemento a se descompone
como a = ea + (1-e)a, siendo ea € eRe = M _(S) un blogue de Jordan de
tamafo n x n, asociado al idempotente bloque e, y (1-e)a un elemento nil-
potente de indice menor que n.

Gracias a esto podemos describir la estructura de los anillos con un elemento
nilpotente a de indice maximo n y tal que a™' es regular von Neumann. Con-
cretamente, si R es indescomponible, entonces a es un elemento bloque
asociado al idempotente e = 1y R = M (S), donde S es un anillo unitario sin
elementos nilpotentes no nulos. Si ademas R es regular von Neumann, enton-
ces R= M (A), donde A es un anillo de divisién. Por otra parte, si R es regular
von Neumann, entonces eRe = M (S), donde S es regular abeliano y, si R es
primo, R =M (S), donde S es dominio unitario.

Ademas, podemos utilizar también este resultado para determinar la forma
canonica de un elemento nilpotente en un anillo R. Si a es un elemento nil-
potente de R tal que para todo s € N se verifica que a° es regular von Neu-
mann, podemos construir una familia de idempotentes ortogonales no nulos
{u}<_, tales que ua = au, paratodoi=1, 2, ..., k, de manera que a se puede
descomponer en una suma finita de elementos bloques nilpotentes de indi-
ces decrecientes asociados a esos idempotentes. Concretamente, se tiene

K
que a =Y ua, donde cada elemento ua es un elemento bloque nilpotente de
i=1
indice n, conn=n,>n,>..>n, asociado al idempotente bloque u. A esta
descomposicion en bloques de Jordan se le denomina forma candnica de
Jordan del elemento nilpotente a. Estos resultados pueden verse en el articulo
publicado [38].
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