2 POTENCIAL

2.1 Ecuaciones relevantes.

« Diferencia de potencial.
La fuerza eléctrica es una fuerza conservativa y por lo tanto debe exis-
tir una funcion energia potencial U asociada a ella. La relacion entre la
energia potencial y la fuerza eléctrica viene dada por el hecho de que
cuando la particula sobre la que se aplica la fuerza conservativa F sufre
un desplazamiento dl la particula experimenta una variacién de su energia
potencial:

dU = —F -dl (2.)
Si se considera que la fuerza ejercida por un campo eléctrico sobre una
carga q es I' = gF, obtenemos que

dU = —qE -dl (2.2)

Aplicando la ecuacién anterior a la carga testigo go, obtenemos dU = —qOE-
di . La variacion de energia potencial por unidad de carga se denomina
diferencia de potencial dV:

_W o Boar (2.3)
q0

Para un desplazamiento finito desde el punto a al punto b, la variacion de
potencial es

dav

b
Av:vz,—va:ﬂ:—/ E-dl (2.4)
qo0 a

y su unidad en el sistema internacional es el Voltio [V].
Aplicando la ecuacién (2.4) al caso de cargas puntuales, se obtiene:

V(r) = Kg + Vo (2.5)

donde V; es el valor de la funcion en un punto arbitrario que se toma como
referencia. En el caso de la carga puntual se toma como punto de referen-
cia el infinito para el cual V, = 0. De este modo la ecuacion (2.5) queda

Vir) = K% (2.6)
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Aplicando el principio de superposicion, el potencial eléctrico para una
distribucion de cargas puntuales es:

_ qi
V(r) = ;KTT (2.7)

Potencial debido a una distribucion continua de carga.
En este caso, procederemos a integrar sobre todo el volumen del objeto
el potencial generado por el diferencia de carga dq:

V(r)= /V K% (2.8)

Si la distribucion de carga es infinita nos impide considerar que el poten-
cial en elinfinito es cero y deberemos asignar un valor arbitrario a un punto
cualquiera del espacio.

Relacion entre el campo eléctrico y el potencial.
E(r) = —grad V(r) = =VV(r) (2.9)

donde el operador V toma diferentes expresiones dependiendo de sis-
tema de coordenadas que utilicemos. En nuestro caso y por simplicidad
utilizaremos coordenadas cartesianas, en cuyo caso:

> d- 0- 0 -

Energia Potencial de distribuciones de cargas.
Sean dos cargas ¢; Y ¢z separadas una distacia d la energia potencial aso-
ciada a la distribucion formada por ambas cargas es

U= K% (2.11)
Si tenemos una distribucion de varias cargas puntuales la energia poten-
cial total sera:

1
U= §qu (2.12)

donde V; es el potencial eléctrico en el punto donde esta situada la carga
q; generado por todas las cargas a excepcion de la carga g;.

Trabajo.

El trabajo realizado por el campo eléctrico cuando una particula de carga
qo Se desplaza entre dos puntos 7, y 75, |0 podemos calcular directamente
aplicando su definicion:
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’f“b R o Ty . o
W= Fe-dl:/ GE, - di (2.13)

Sin embargo, teniendo en cuenta la relacién (2.4), el trabajo lo podremos
poner en funcién de la energia potencial:

W = —qAV = -AU (2.14)

2.2 Ejercicios

1. El electron-voltio es el trabajo necesario para mover a un elec-
trén de un punto con potencial de 0 V a un punto con potencial
de 1V. Calcular el trabajo en Julios.

Solucién

W=—qAV = —(-1,6 1071V =1,6 10" J
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2. Se dispone de dos cargas ¢ Y ¢ Situadas sobre el eje y a una
distancia d del eje z tal y como se muestra en la figura:

Y

q1 @

@ e

a) Calcular el campo eléctrico en cualquier punto del eje z.

b) Consideramos ahora ¢ = 1 nCy g =2 nC, d = 10 cm,
calcular el potencial en los puntos (2,0) cm y (0,0) cm.

c) Calculareltrabajo necesario para mover una cargade1nC
del punto (2,0) cm hasta el punto (0,0) cm.

Solucién

a) Para calcular el campo que se nos pide debemos superponer el cam-
po generado por cada una de las cargas en un punto del eje x:
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= q1 — -1
qu = Kd2 +x2u1 V-m

con el vector unitario: @; = f% y

E,=K—2 iVvm!

d? 4 x2

mﬂ-di
ViTa?
El campo generado en cualquier punto del eje es:

con el vector unitario: @y =

—

E=FE, +E, = gt aeuz

d2 +$2
Podemos presentar el resultado con su descomposicion en cada eje:

1 - - -
)32 (z(q1 + q2)i +d(g2 — q1)j) V'm !

E=K——
(d + 22

b) El célculo del potencial en los puntos (2,0) cm y en (0,0) cm supone
también aplicar el principio de superposicion:

q1 q2 Q1+ g2
V(2,0) =K + K =K =264,7V
2,0 1/0,022 + ¢2 4/0,022 + (2 4/0,022 + ¢2
q1 q2 q1 +q2

V(0,0) K¢d7+K¢d7 K 7
c) Para calcular el trabajo necesario para desplazar una carga de 1 nC
entre los puntos (2,0) cm y (0,0) cm podriamos aplicar directamente
W = f((QO,bO)) F-dl, donde di'seria el diferencial de desplazamiento a lo largo
de la trayectoria entre ambos puntos. Sin embargo, y aprovechando que
el campo eléctrico es un campo conservativo, podemos aplicar W, =
—AU = —¢AV, de este modo tenemos:

=270V

W, = —q(V(0,0) — V(2,0)) = —1-1072(270 — 264,7) = —5,3-107° J

El hecho de que el trabajo realizado por el campo eléctrico sea negativo
nos indica que la particula no realizard este movimiento de forma es-
pontanea y que tendremos que ser nosotros, desde el exterior, los que
aportemos esa energia. Por |o tanto, el trabajo necesario sera el opuesto
del trabajo realizado por el campo eléctrico: W =5,3-107° J.
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3. Sedisponen 3 cargasdevalorg; = —1 uC,q2 =2 uCyqgs =1 uC
segun la distribucion que se muestra en la figura siguiente:

)
y (m)b____ @
2m : 2m
a1 60° i ‘q;-;
_0’ 1 2 z (m)

a) Calcular la fuerza eléctrica que actla sobre gs.

b) La energia almacenada por el sistema de cargas.

Solucién

a) Calculamos la fuerza sobre la carga ¢ mediante la Ley de Coulomb y
aplicando el principio de superposicion:
Fhy
y (m) 4>

Fio AN

/7 \

U2 U32
% 60° 60°\ q3
0 1 2 x (m)

Los vectores unitarios de la figura anterior se descomponen usando el
angulo que forman con la horizontal:

- . - 1—» 3_,

12 = C0S(60)i + sin(60);) = 3+ %j
- . - 1—» -
Uz = — C0S(60)i + sin(60)j = -5 ; \gj
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= 9192 - 4392 qg (1= V3= q3q2 1- V3-
Fo = K i b K2 ey = I 5 (2” 2J> i (2” 5

Fy=—-45-10"%N
b) La energia almacenada en el sistema de cargas se puede calcular

usando los potenciales generados en el lugar donde esta situada cada
una de las cargas:

v, = K% +K%3 = 13500 V

g4 B _
Vi =K + K2 =0V

q1 q2
Vo, = K=+ K= =4500V
q3 d =+ d
Calculamos ahora la energia electrostatica del sistema:

1 1 _
U= 5 ;ql‘/;ll = 5 ((Iﬂ/;h +q2qu + Q3V:13) =-4,5-10 s J

4. Cinco cargas negativas idénticas de valor -10 uC, estan igual-
mente espaciadas en un semicirculo de radio 2 m, de manera
que dos de ellas estan en los extremos del semicirculo.

L3

1Ot

a) Calcule el campo eléctrico generado por esta distribucion
de carga en el centro del semicirculo.

A continuacioén, las cargas 2 y 4 (ver figura) cambian de
signo y modifican su posicion a lo largo del borde del se-
micirculo, de modo que el campo eléctrico en el centro del
semicirculo pasa a ser nulo. Obtenga:

b) La nueva posicion de ambas particulas.

c) El trabajo realizado por el campo eléctrico para traer un
electron desde el infinito hasta el centro del semicirculo.
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Solucién

a) El campo en el centro del semicirculo es la superposicion de los cam-
pos generados por las 5 cargas. Es recomendable realizar un esquema
del problema en el que se vean los campos eléctricos generados por las
distintas cargas de modo que nos permita entender mejor el problema.

Una vez que tenemos el esquema del problema, procedemos a realizar
la suma vectorial de los campos eléctricos. Para ello nos aprovecha-
remos del esquema realizado y al conocer el sentido de cada campo
podremos trabajar con el médulo de la carga.

o lnl= lasl- el g2 |g3] -
E(0,0) = K i = Kppi + Kty + K giia + K- j
conlos vectores unitarios: iy = cos(r/4)i+sin(w/4)j y iy = — cos(n/4)i+

sm(7r/4) Congqy =q» =q3 =q4 = q5 = q = —10 uC, la resultante es:
o ‘C]| = - _
E(0,0) = Ky (1+ V2)j = 54319,8] V-m™*
b) Para encontrar la nueva distribucion de cargas conviene dibujar una

distribucion ficticia tal que la suma hipotética de los campos en el centro
del semicirculo sea cero.

Podemos ver inmediatamente que el campo resultante de las cargas 1
y 5 es nulo. Otra hipodtesis razonable de cara al calculo es asumir que
la distribucidon se mantiene simétrica con respecto al eje y marcado en
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la figura, esto nos indica que las componentes segun el eje = de las
cargas 2 y 4 también se anulan, dejando Unicamente una componente
segun el gje y. Finalmente, la suma de estas componentes mas el campo
generado por la particula 3 debe ser nula en el punto que se nos pide.

L3

Siendo ¢’ = 10 uC la carga de 2 y 4, las componentes segun el eje y de
campo de las dos cargas son:

o Kq/ -
EY = — gz Sinaj
_, Kq’ -
Ej =— 72 sinay
El campo de la carga 3 en el centro del circulo es:
= _ Klg -
E3 = 2 J

El problema consiste ahora en calcular el angulo « para obtener un cam-
po nulo en el centro:

Kq' . Klq|
—2 R2 SlnaJr?:O
2sina =1

la solucién siendo: « = /6 rad.

c) Para resolver este apartado lo primero que debemos hacer es calcular
el potencial en el centro del semicirculo:
Kq K¢ Kgq
V(0,0) =3— 42— = — = —45000 V
(0,0) 7 T2 g 7
El trabajo realizado por el campo eléctrico para traer el electrén desde
el infinito hasta este punto vendra dado por:
Kq

We=—-AU = —e- AV = —¢(V(0,0) — V) = —e(V(0,0) — 0) = _ef
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We=-72-10"1J

5. Entres vértices de un cuadrado de 1 m de lado se situan cargas
de 10 uC cada una (ver figura). Calcule:

a) El campo eléctrico en el cuarto vértice y la fuerza que ex-
perimentara un electron cuando lo situemos en dicho vér-
tice.

b) El trabajo que realizara el campo eléctrico para llevar el
electron desde este vértice hasta el centro del cuadrado
en presencia de las otras tres. ¢Sera espontaneo el movi-
miento?

q3

Solucién

a) Para calcular el campo eléctrico aplicamos el principio de superpo-
sicion calculando primero el campo debido a cada carga en el cuarto
vértice del cuadrado:

= _KQI—.'
1= 7'% 1
3 Kqz -
Ey=—=]
T2
- Kgit+j
3

siendo g1 = qo = q3 =10 uC, r1 = ra Y r5 = V/2r1.
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El campo total se obtiene mediante la suma vectorial de los campos an-
teriores:

L L L L Kq [142V2. 1+42V2-
Er(1,1) = E; + Es + E5 = i+
(L) =B+ Bp+ By = =3 ( 22 202

Ep(1,1) = 1218197 + 1218195 V-m™*
La fuerza que se ejerce sobre un electron en este punto es

= = Kaq 1+2\[—.* 1 +2\@—3 14,7,
F=cEr=e i+ =-1,95-10 i+ 7)N
™ ( 22 2v2 7 (i)

b) Para calcular el trabajo realizado por el campo eléctrico para desplazar
el electron desde el cuarto vértice hasta el centro del cuadrado, necesi-
tamos calcular los potenciales eléctricos en estos puntos. Para simplifi-
car la notacion consideraremos ¢ =g =q3=¢q, 11 =179 =d=1m

vi,1) =2k x4 —

243639,61 V
d dv/2

Calcular el potencial eléctrico en el centro del cuadrado es alin mas sen-
cillo, puesto que la distancia entre las cargas y el centro es la misma para
todas ellas d’ = v/2/2m. De este modo,

q 2q
V(0,5;0,5) =3K+~ =3K—~= =
(a7 7) d, \/i

Teniendo en cuenta que W = —AU = —eAV, obtenemos:

381837,66 V
2q q q)
W =—e(V(0,5,0,5) — V(1;1)) = —e 3Kk —— — 2K~ - K—1_
(V(05:05) - V(1:1)) =~ (35 2 - 2K - -1
W =221-1071"J

Como el trabajo realizado por el campo eléctrico tiene signo positivo nos
indica que el movimiento del electron habra sido espontaneo.
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a4

6. Dada la configuracion espacial de cargas que se presenta en la
siguiente figura. Razone las siguientes afirmaciones:

Ly
—2q i +2¢
® : @
. d ,
O
+q —q
@ ; @

a) El campo eléctrico en el punto (0,0) es nulo.
b) El potencial eléctrico en el punto (0,0) es nulo.

¢) Siintroducimos un electron en el punto (0,0) la fuerza que
actuara sobre él llevara sentido —:

Solucién

Para resolver las cuestiones a) y c) lo mas sencillo es hacer un dibujo
esquematico del problema en el que representemos el campo eléctrico
generado por cada carga. Dado que la distancia de las cargas al ori-
gen es la misma para todas, los campos generados seran directamente
proporcionales al valor de las cargas. De este modo |Eiqq| = 2|E4]
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a) Falsa. Si hacemos la suma vectorial de todos los campos eléctricos
de la figura se observa que el campo resultante lleva direccion —i.

b) Verdadera. Para calcular el potencial en el origen de coordenadas
debemos hacer la suma de los potenciales generados por cada una de
las cargas.

—2q q —q
+K +K +K =0
dv/2 dv/2 dv2 dv/2
c)Falsa. Si como hemos dicho en el apartado a) el campo eléctrico lle-
va sentido —i, la fuerza eléctrica que actuara sobre un electrén llevara
sentido 7, puesto que la carga del electron es negativa.

7. Una particula con carga ¢ = 1 uC, masam = 1-10"13 kg y con
velocidad @, = 10* 7 m's~! entra en z = 0 en una zona con
campo eléctrico uniforme E = —107 V-m. ¢En qué punto del eje
x la particula se detendra y dara la vuelta?

Solucién

Una forma de resolver este problema es aplicando conceptos energeé-
ticos. De este modo, si aplicamos el teorema de la energia cinética o
teorema de las fuerzas vivas obtenemos:

1
We=AE.=0— §mv§
Al ser un campo uniforme podemos calcular el trabajo:

W, =1-qE = (25 — ;)i - qE = —zrqF

45



MATERIAL DOCENTE

46

Siendo [ = (z; — ;)7 la longitud del trayecto realizado en el campo eléc-
trico. Igualando las dos ecuaciones anteriores se obtiene:

2
mug

xp=—>=05m
f 2Eq Y

Como el enunciado nos dice que consideremos z; = 0, la particula se

parara en el punto x5 = 0,5 m.

Otra forma de resolver este problema utilizando conceptos energéticos
seria aplicar el teorema de conservacion de la energia, ya que sabemos
que el campo electrostatico es conservativo:

1 1
Eozimvg-l-qvo:Ef:O"'qu_)5mv8:q(vf_vo):qu

En este caso la relacion entre AV y E es muy sencilla:

zr Zf =
AV:—/ E~da‘:’:—/ 107 d7 = 10(z; — ;)

i i

Sustituyendo su expresion en la ecuacion anterior:

1
gmvg = qAV = q10(zy — z;)

que nos lleva a la solucién obtenida anteriormente.

Finalmente, también podriamos haber aplicado conceptos de cinemati-
ca. Al entrar en la region donde hay campo eléctrico este genera sobre
la particula una aceleracion que la frena:

qE qF -
i
m m

a:

Teniendo en cuenta esta aceleracion, podemos calcular el tiempo que
tardara la particula en detenerse:
. I, qF mug
vr=0=vp+atr >0=vg— —tr >tr=——
f 0 f CH—" f aE
Con este tiempo y la ecuacion del movimiento uniformemente acelerado
podemos calcular el espacio recorrido por la particula hasta detenerse:

mv¢  1qE (mug 2 ol
qF - 2qFE
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Volviendo a obtener la misma solucién.

8. Tenemos tres cargas puntuales ¢; = —15 uC, g2 = =15 uC y g3
de valor desconocido, situadas respectivamente en los puntos
(0, -6), (0, 8) y (-6, 8), estando las coordenadas en metros. Sa-
biendo que el potencial eléctrico en el origen de coordenadas
es nulo, calcule:

a) El valor de g3 y el campo eléctrico en el origen.

b) Eltrabajo realizado por el campo eléctrico para llevar una
carga de 1 nC desde el origen de coordenadas hasta el
punto (-6,0).

Solucién

En este tipo de problemas la realizacion de un esquema en el que si-
tuemos las cargas en sus posiciones y dibujemos el campo eléctrico
gue genera cada una de las cargas en los puntos que se nos indique
el enunciado, nos facilitara tanto la solucién como la comprension del
problema.

En este caso hemos dibujado los campos generados por las cargas ¢;
Yy g2 en el origen de coordenadas y la recta sobre la que se situara el
campo generado por gz (de momento no conocemos su signo y por lo
tanto no podemos saber su sentido).

43 Qpeeeemmmmmmnees q2 = —15uC
8m§ y
i _|E
L 6m N7
i B
6 m: !
; w .
boooomseeeeees Q1= —15 uC

a) Puesto que el potencial en el origen es nulo, podemos obtener el valor

a7
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de la carga g3, sin mas que exigir esta condicion:

=0= =K K K%
V(0,00=0=Vi+Va+V; 6+ 8+ 0

—15-1079 N —15-1076 ¢4
6 8 10

V(0,0)zO:K(

175
g5 =~ 1076 = 43,75 uC

Una vez que tenemos el valor de g3, podemos completar el esquema
dibujando el campo eléctrico generado por esta carga (Es).

Para calcular el campo eléctrico total deberemos realizar la suma vec-
torial de los tres campos. Mediante el esquema podemos deducir que
el vector unitario de E5 es i3 = (0,6?— 0,8]), simplemente aplicando la
definicion de vector unitario o haciendo uso de sus cosenos directores.
Por lo tanto, el campo que se nos pide sera:

= 5 2 oo —15-107% - -15-1076¢ .
Er=E1+FE+E;3=K R J+K 2 (=9)
43,75-107% . -
+K—————(0,6i,-0,87) =

102

Er = 23625 — 4790,625j N-C™*

b) Para esta segunda pregunta necesitamos el valor del potencial en el
punto (—6,0):

T 43
V(-6,0) =K +K =19808,8 V
( ) V6% + 62 \/62 + 82

Si ahora aplicamos la ecuacion (2.14) obtenemos el trabajo que se nos
pide:

W, = —qAV = —q(V(—6,0) — V(0,0)) = —1-10?(19808,8 — 0)

W,=1,98-10"°J

48



2 POTENCIAL

9. Se disponen 3 cargas puntuales situadas en el plano zy tal y
como se indica en la figura siguiente.
Calcule el potencial en el centro del triangulo equilatero forma-
do por las tres cargas (punto A), y en el punto medio de la base
del triangulo (punto B).

Solucién

a) El potencial en el centro del tridngulo se calcula facilimente si observa-
mos que el centro es equidistante a las cargas. Por lo tanto, si definimos
d, como la distancia del centro a las cargas, obtenemos:

q q 9 -4
V(A)=3K— =3K N
) dy dv3/3 V3 d
En el punto B el calculo del potencial es también inmediato, solo nece-
sitamos calcular la altura h del triangulo:
2

q q q q q
B)=2K—+4+K-=4K-+K— = (4+ — | K=
V) =2 g R = R R s ( +¢§> d

10. Se dispone un plano infinito situado en el plano (O, z,y) con
una densidad de carga de superficie o uniforme. Se desplaza
una particula desde el punto (0,0,-1) m hasta el punto (0,0,1) m
(puede eventualmente atravesar el plano). ;Cual es la energia
total necesaria en el proceso?

Solucion

En este problema tenemos una simetria del campo eléctrico con respec-
to al plano. Los campos eléctricos a un lado y otro del plano, tienen el
mismo maodulo pero sentidos opuestos. Una consecuencia de este he-
cho, es que si realizamos un trabajo para acercar la particula hasta el
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plano desde el punto (0,0,-1), tendremos el trabajo opuesto al mover la
particula desde el plano hasta el punto (0,0,1). Sumando las dos partes
obtenemos un trabajo globalmente nulo al mover la particula de un punto
al otro por este juego de simetria.

11. Una carga puntual de valor ¢ = 1 uC se encuentra en el centro
de una corteza cargada de radio R = 10 cm y de carga total
Q@ = 3 puC. A continuacion, dicha carga se desplaza 1 cm con
respecto al centro.

a) ¢Cual es el trabajo realizado sobre la carga?

b) ¢Cuanto vale el flujo del campo eléctrico a través de una
esfera de radio R, = 15 cm concéntrica con la carcasa
antes y después del desplazamiento?

Solucién

a) Para calcular el trabajo realizado por el campo eléctrico lo mas sencillo
es aplicar W = —¢AV.

Sin embargo, en este caso, el campo en el interior de la corteza es nulo
(simplemente hay que aplicar la Ley de Gauss tomando una superficie
gaussiana esférica de centro el centro de la esfera y comprobar que
Gint = 0)

Si el campo eléctrico es nulo eso implica AV = — [ E - dr = 0 — V=cte
— W=0 J.

b) El flujo eléctrico a través de una superficie es independiente de donde
estén situadas las cargas internas, solo depende de la suma algebraica
de dichas cargas, por lo tanto:

Q+q _4-107°
o o o

= 451977,4 V-m

¢e:
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12. Disponemos de una particula de carga ¢ = 1 uC y masa m =
1-107% kg a 1 m de un plano infinito cargado con una densi-
dad de carga uniforme o = —10x C-m~2. Si en el instante t = 0,
se deja a la particula, inicialmente en reposo, evolucionar libre-
mente despreciando los efectos de la gravedad, responda a las
siguientes preguntas:

a) ¢A qué distancia del plano la particula habra adquirido una
energia cinética de 100 mJ?

b) ¢Cual es la velocidad en este punto concreto?

Solucién

a) El campo eléctrico generado por el plano es uniforme, perpendicular
al plano y su modulo viene dado por la expresion:

lol

E = V-m~!

260
En este caso, como la carga de la particula es positiva y la densidad
de carga del plano es negativa, el campo eléctrico ejercera una fuerza
de atraccidn sobre la particula, independientemente de si la particula se
encuentra por encima o por debajo del plano.

Como la unica fuerza que esta actuando es la fuerza eléctrica, la ener-
gia adquirida por la particula se correspondera con el trabajo realizado
por la fuerza eléctrica durante la distancia d, y puesto que la fuerza es
constante en todo el espacio y perpendicular al plano podemos escribir:

W=F.d=Fd=100mJ
Despejando la distancia, obtenemos

100-1073  100-1073 1001073
F qFE 1-10-%|0|/(2e0)

Como lo que nos piden es la distancia al plano y puesto que la particula
estaba inicialmente a 1 metro del plano y se ha acercado, el resultado
final sera:

dy=1-0,177=10,823 m

b) La velocidad en este instante vendra dada por:

\/ZE 2.100-10-3
v —

06 = 44721 m-s~?
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13. Un plano infinito vertical yz, esta cargado con una densidad su-
perficial de carga o positiva. A un metro del plano, en la zona
x > 0, tenemos un objeto de masa m con una carga g positiva.
En un instante dado soltamos el objeto sin velocidad inicial:

a) Calcular las fuerzas que actuan sobre el objeto y el médulo
de cada una de ellas.

b) Determinar el tipo de movimiento del objeto y calcular su
aceleracion si la tuviera.

Datos: 0 =85 C:m~2,m=0,3kg,¢q=1C, g =10 m-s~2.

Solucién

a) El plano infinito genera un campo eléctrico uniforme en la zona donde
se encuentra el objeto, por lo tanto la fuerza que experimentara dicho
objeto debida a este campo sera:

Fp = qﬁ: qi;:ZﬁN
280

Por otro lado, el objeto tiene una masa m, por lo que la fuerza gravitatoria
vendra dada por:

—

Fy=—-mgj=-3jN
b) Al ser fuerzas constantes, tenemos una aceleracion constante:

Fr F, 40- _ -
=2+ =710 ms2
m m 3

y por lo tanto el objeto describira un movimiento rectilineo uniformemen-
te acelerado.

14. Dado un cilindro macizo, infinito y conductor de radio Ry con
densidad de carga +o distribuida uniformemente en la superfi-
cie. Calcule el potencial eléctrico en cualquier punto del espacio
si consideramos V(2R) = 0.

Solucién

En este problema se asume la expresion del campo eléctrico E(r) =
oR/eorii, parar > Ry E(r) = 0 para r < R. Esta formula se ha obtenido
en el ejercicio 9 del capitulo 1.
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r

Cilindro de Gauss

\:?/

Para calcular el potencial eléctrico deberemos tener en cuenta las dos
regiones en las que queda dividido el espacio.

« para r > R el potencial se puede hallar usando directamente la de-
finicion de diferencia de potencial dV = —E - dl y considerando la
expresion del campo eléctrico generado por un hilo infinito visto en
el capitulo anterior.

V(r) - V(2R) = f/r E(r).df/; oR [aRlnr]"

R €07 €0

2R 2R

ocR, 2R

V(r)—V(2R)= —In—

(r) = V(2R) =" =In =

Es decir tenemos:
R 2R
V(r) = in =t parar > R

€0 r

« parar < R deberemos aplicar el hecho de que el campo eléctrico en
el interior del cilindro es nulo, puesto que el enunciado nos dice que
el cilindro es conductor, lo que implica que el potencial en esta region
toma un valor constante para cualquier punto. Para calcular este va-
lor constante aplicaremos la continuidad de la funcion potencial en
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la superficie de separacion del cilindro. Con todo ello obtenemos

ocR
Vir)=—In—=—1In2parar <R
(r) s parar <

0 R 2R 3R 4R
T

15. Hallar el campo eléctrico asociado a las siguientes funciones
potencial eléctrico:

« Vi(z,y,2) = 2y +yz.

x

- Va(z,y,2) = 2%yz + yze ™.

Solucién

Para hallar el campo eléctrico asociado a la funcion potencial eléctrico
deberemos calcular menos el gradiente de la correspondiente funcion
potencial.

. - ov- V- oV
B —aradv —— (V7 0V OV
gradV (8ml+8y‘7+8zz>

De este modo obtenemos:

—

E=— (2;1:@/7—1— (2% +2)] + yé’)

—

Ey = — (2zyz — yze ) i— (222 + 2 %)] — (22 + ye Ok
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16. Disponemos de dos semiaros con densidad de carga A repar-
tida uniformemente. Uno de los semiaros se encuentra en el
semiplano xzy para y < 0y con su centro en el origen. El otro
semiaro se encuentra en el semiplano zz con z > 0y su centro
también coincide con el origen. Ambos semiaros tienen radio a.
Calcule el potencial producido por los semiaros en el origen.

Solucién

Para resolver el problema debemos tratar los dos semiaros por separa-
do. Primero consideramos el semiaro situado en el plano xy. Para encon-
trar el potencial en el origen de coordenadas consideramos un pequeno
trozo del aro de longitud adf siendo df el diferencial de angulo. Este ele-
mento contiene una carga dq = Aadf. El potencial en el origen se puede
calcular integrando todas las contribuciones dV = Kdq/a:

V1:/ qu:/ KA“dasz
0 a 0 a

La contribucion del otro semiaro es idéntica siendo el potencial total:

Vi+ Ve =2Km)

55



MATERIAL DOCENTE

56

17. Una esfera conductora de radio R = 1 m se encuentra cargada
con una densidad superficial de carga o = % C-m~2. Dispo-
nemos de una carga puntual ¢ = 1 C que podemos desplazar a
nuestro antojo. Calcular el trabajo realizado por el campo eléc-
trico en los siguientes desplazamientos:

a) Movemos la cargade r = 0 cm ar = 3 cm dentro de la
esfera, siendo r la distancia al centro de la esfera.

b) Alejamos la carga de r = 1 m hasta una distancia de r =
2 m, siendo r la distancia al centro de la esfera.

c) Damos una vuelta completa a la esfera con la carga.

Solucién

a) En el interior de un conductor en equilibrio el campo eléctrico es nu-
lo, por lo tanto el trabajo de mover la carga es nulo al no haber fuerza
electrostatica sobre la carga puntual.

b) En esta segunda situacion el campo eléctrico lo genera la esfera car-
gada, por lo tanto, tenemos un potencial eléctrico similar al potencial ge-
nerado por una carga puntual situada en el centro de la esfera y de valor
Q = 47R%c = 1-107% C. El potencial eléctrico es entonces: V(r) = KQ/r
V.

Eltrabajo realizado por el campo eléctrico para alejar la carga a un metro
de la esfera es:
KQ KQ

AW = —qAV = —q(V(2) = V(1)) = —¢ <2 - 1) = 4500 J

Conviene aqui hacer un comentario acerca de la distribucion de carga
sobre la esfera conductora. Hemos asumido que las cargas de la esfera
no se mueven al acercar una carga q. Sin embargo, al acercar la carga
g hacia la superficie conductora, las cargas de la esfera experimentaran
una fuerza que aumentara conforme nos acerquemos a ellas, lo que ge-
nerara una redistribucién de las cargas sobre la superficie. Esto implica
que el potencial alrededor se vera modificado y por tanto el valor del
trabajo también. El calculo anterior es una aproximacion.

¢) Si mantenemos la distancia al centro constante, podemos ver que el
potencial es idéntico en cualquier punto de este recorrido. Como tal, el
trabajo realizado sobre la carga es nulo al ser la diferencia de potencial
nula.
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Otra forma de justificar este resultado seria teniendo en cuenta que la
fuerza eléctrica es conservativa, por lo tanto si salimos de un punto y
volvemos al mismo la diferencia de potencial es nula y también el trabajo
del campo.

18. Se disponen dos planos infinitos paralelos de densidades o y
—o tal y como se muestra en la figura adjunta. Tenemos una
carga negativa ¢ = —1 uC que podemos desplazar.

a) ¢Cual es el valor y direccion del campo entre las placas?

b) Calcular el trabajo del campo eléctrico para mover g de A
aC.

c) Calcular el trabajo del campo eléctrico para mover ¢ de A
aBaC.

d) Deducir la diferencia de potencial entre Ay C.

y (m)
5 . .
4 g
SIS A B
2 | J/
C — 0
1 >
T (m
ol (m)
Solucién

a) Tenemos entre placas para = € [1,4] la superposicién de dos campos
generados por planos indefinidos:

g - —0 - g -

E=—fg—j+gJ=—21]
€0 €o

20

b) Para calcular el trabajo realizado por el campo eléctrico al desplazar
una carga de A a C, calcularemos la integral siguiente:

¢ ¢ 2 lo A qo 2 qo
W [CFdi= [ B [(alD) Ga =~ |2y =10
A 3 €o €0 |3

A
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c) Ahora queremos calcular el trabajo que necesitamos para mover la
particula siguiendo el trayecto A —+ B — C. Durante eltramo de Aa B, el
campo eléctrico es perpendicular al trayecto, por lo tanto, la contribucion
al trabajo es cero al ser el producto escalar nulo. El trabajo total es:

c B _ c c
W:/ Fe~dl:/ Fe~dl+/ Fe~dl:0+/ F.-dl
A A B B

La integral correspondiente al ultimo tramo B — C' se resuelve sabien-
do que F, = —qo/z0j y que el vector dl se puede expresar como di =
dzi+ dyj. Se calcula el producto escalar F, - dl = —qo /o] - (dai + dyj) =
—qo/eq dy. Integramos Unicamente a lo largo del eje y entre las coorde-

nadas 3y 2:

“L - [P o g 1* qo
W:/ Fe-dl:/ —dy:—[y} ==—J
B 3 €0 €0 |3 €0

d) La diferencia de potencial entre Ay C se calcula aplicando la definicion
de diferencia de potencial:

C 2 L. 2
AV:VCfVA:—/ E-dil=— 0j~(jdy)[ay}
A 3 €0 €0 |3
AV ="y
€0

También se podria calcular haciendo uso de la relacion entre trabajo y
energia potencial, de este modo:
w —0

W=—qAV - AV =—=—V
—q €0

19. Dos esferas de masas my y mq estan cargadas con q; Yy ¢z res-
pectivamente. Inicialmente las esferas se encuentran en repo-
SO a una distancia de d; cuando, debido a la fuerza eléctrica
se ponen en movimiento. Hallar las velocidades de las esferas
cuando se encuentran a una distancia dy-.

Solucién

Al no considerarse fuerzas de rozamiento en el problema podemos apli-
car el principio de conservacion de la energia mecanica. En un estado
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inicial tenemos un balance de energia cinética E y potencial electros-
tatica U}.:

Ei=0
i -49192
%_Km

Al final del proceso tenemos las siguientes energias:

1 1
El = 5 (vi,0)* + §m2(v2,f)2
4192
Uf — g14=
p df

Tenemos la conservacion de la energia mecanica que permite estable-
cer una relacion entre las velocidades finales vy 5 y vo ¢:

El+ U =E!/ +U/
Sustituimos las expresiones de las energias y operando llegamos a la
siguiente expresion:

1

1 1 1
Kag (o ——) == 24 2
Q142 <di df> 57 (vif)” + oma (vaf)

La otra ecuacidon necesaria involucra la conservacion del momento lineal
del sistema p' = cte.

miv1,; + Moz ; = MUy f + Mols ¢

Siendo las velocidades iniciales vy ; ¥ vs; Nulas, la ecuacion correspon-
diente a la conservacion del momento lineal proyectando sobre el eje
del movimiento es:

0 =myvy,; — mava s

obtenemos el sistema de ecuaciones siguientes:

1 1 1 1
Kqiqo (di - df) = gma (vi,f)? + 3ma (v2,5)?

mivy,f — MV f = 0

La resolucién de este sistema de ecuaciones nos da como solucion:
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siendo

ma

o= —

mi
5= 2Kqig2 (1 1
B mi di df

20. Representamos la funcion potencial V(z) en funcion de x para
dos casos diferentes. Describa en ambos casos el efecto del
potencial sobre una carga puntual ¢ > 0 libre inicialmente situa-
da en z = 1m para los dos casos.

VRNV
0 1 x 0o 1 x

Solucién

Para resolver este problema lo mas sencillo es recordar que el campo
eléctrico siempre se dirige de potenciales altos a potenciales bajos, con
esto en mente, analizaremos los dos potenciales que nos proponen.

a) En este caso el campo eléctrico ird dirigido segun el vector —i, como
la carga ¢ es positiva, la fuerza que actuara sobre ella también ira dirigi-
da segun —i y por lo tanto la particula acabara en z = —oc.

b) En este caso observamos que aparece un minimo de potencial en
el centro, lo que nos divide el espacio en dos regiones diferentes. En
z > 0 el campo eléctrico se dirige de derecha a izquierda (—i) mientras
que para z < 0 se dirige de izquierda a derecha (+i). Por lo tanto, Ia
particula que inicialmente hemos depositado en xz = 1 m experimentara
una fuerza hacia la izquierda que hara que su velocidad aumente. Este
efecto durara hasta el momento en el que la particula pase alaregion z <
0, en ese momento el campo eléctrico cambiara de sentido, y por lo tanto
la fuerza. Esto hara que la particula se vaya frenando hasta detenerse.
Una vez que se detenga, al estar situada en la region = < 0, la fuerza
hara que vuelva hacia la derecha, aumentando su velocidad hasta que
pase a la region z > 0, donde nuevamente el campo eléctrico cambiara
de sentido y hara que la particula se vuelva a frenar. Por lo tanto, en este
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caso la particula realizara un movimiento de vaivén en torno al minimo
de la funcién potencial.

Observe el alumno que en todo momento hemos despreciado el efecto
radiativo que se produce cuando una carga se desplazay que hace que
la energia de la particula disminuya en el tiempo. Este efecto estda muy
alejado de los conocimientos de un alumno de cursos basicos de fisica,
por lo que no entramos en profundidad en este problema conceptual y
simplemente hacemos una descripcion generalista.

21. Una esfera metalica aislada de radio 10 cm se carga a un po-
tencial de 1000 V. Se toca la esfera con otra, también aislada de
2 cm de diametro que a continuacion se descarga. Se repite la
operacion 5 veces.

a) La carga de la primera esfera antes de ser tocada.

b) La carga de dicha esfera después de la quinta operacion
una vez que el sistema alcanza el equilibrio electrostatico.

Solucién

a) La primera esfera antes de ser tocada por la segunda tiene un poten-
cial de V = 1000 V, por tanto:

v=rkZL_1000V
T1

Despejamos ¢ con un radio ry = 10 cm:

V’I“l

=-——=111-10"8C

K
b) Al tocar la segunda esfera, la carga inicialmente localizada sobre la
primera se reparte entre los dos conductores. Llamaremos ¢; la carga
de la esfera de radio r; = 10 cm y ¢ a la carga de la esfera de radio
ro = 2 cm. Después del contacto, tendremos la relacion:

q=q1+q

Ademas, por el hecho de estar en contacto, ambos conductores pasaran

a tener el mismo potencial (si no lo estuviesen, habria una diferencia de

potencial entre ambos conductores y por lo tanto un campo eléctrico

que haria que las cargas no estuviesen en equilibrio electrostatico)
vkt _g®

1 T2
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La carga q; después de la primera iteracion es:

qir2
@1 =4qgq—4¢=4q— ——
1

Factorizamos ¢;:

q T1

_1+%_qr1+r2

q1

En cada iteracion se retira siempre la misma proporcion de carga de la
esfera 1 de modo que al cabo de cinco iteraciones la carga remanente
en la esfera sera:

1

5
) =446-107°C
T1 + T2

q1(5)=q(

22. Se dispone de un aparato para desviar iones mediante campos

eléctricos. En una primera seccion los iones, inicialmente en re-
poso, son acelerados mediante un campo eléctrico horizontal
generado entre dos electrodos con una diferencia de potencial
AV; entre ellos. A continuacion, las particulas entran con una
velocidad vy en una regidn en la que existe un campo eléctrico
vertical creado por dos placas paralelas mediante una diferen-
cia de potencial (Vg — V4) entre ellas. Al salir de la zona de
campo vertical, las particulas chocan contra un panel vertical.
(ver figura adjunta)

El problema consiste en determinar las diferencias de potencial
adecuadas para tener una desviacion vertical en la pantalla de
altura h. Supondremos para todo el problema que los iones que
queremos desviar tienen carga ¢ positiva y masa m, ademas
despreciaremos el efecto de la gravedad. Calcule:
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a) La velocidad vg al entrar entre las placas horizontales en
funcion de la diferencia de potencial AVj.

b) Elcampo eléctrico entre las placas horizontales en funcion
de la diferencia de potencial AV, = Vg — V4 si las placas
estan separadas una distancia d;.

c) Sabiendo que la longitud de las placas es [y, calcular en
funcion de A4, vg Y los parametros del problema el angulo
« que forma la trayectoria de salida de las particulas con
la horizontal.

d) La desviacion vertical h en la pantalla en funcion de los
parametros del problema. Demostrar que la distancia h no
depende ni de la masa ni de la carga de la particula.

e) Si suponemos una diferencia de potencial AV; = 100
V, calcule la diferencia de potencial AV, necesaria para
obtener una deflecciéon h de 10 cm.

Datos: i; =0,5m,ls =1m, d; =10cm

Nota: Normalmente, debido a que las particulas cargadas tienen
masas muy pequefas, en este tipo de problemas se desprecia
el efecto de la gravedad en el movimiento de la particula.

Solucién

a) Puesto que la Unica fuerza que esta actuando es la fuerza eléctrica y
sabemos que es conservativa, podemos aplicar el principio de conser-
vacion de la energia para calcular la velocidad vg. El trabajo realizado por
el campo eléctrico se transforma en energia cinética, es decir, la parti-
cula se acelera y va ganando energia cinética a costa de perder energia
potencial electrostatica.

1
AE,, = AU, + AE. = gAV; + §mvg =0
En este caso la diferencia de potencial AV; debe ser negativa ya que la
carga es positiva, es decir, la particula se mueve de forma espontanea

hacia las regiones de potencial bajo y por lo tanto AV; < 0

1
—qAV, = §mv§
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lo cual nos proporciona:

—2qAV1
SN T

b) El campo generado por los dos planos paralelos se halla a partir de la
diferencia de potencial AV, = Vg — Vy:

AV,
2
dy

La orientacion del campo depende de qué placa tenga el mayor poten-
cial pues el campo eléctrico siempre va de potencial mayor a menor.

c) Para obtener el angulo de salida tenemos que calcular la trayectoria de
la particula en la zona en la que se dispone del campo eléctrico vertical
uniforme (1;).

La velocidad inicial vy de la particula es perpendicular al campo eléc-
trico existente en esta segunda region y la aceleracion de la particula
es vertical, por lo que estamos en un caso de tiro parabdlico con ace-
leracion constante. Si descomponemos la trayectoria segun los ejes =
e y, tenemos un movimiento rectilineo uniforme en el eje z y rectilineo
uniformemente acelerado segun el gje y.

U Iy lo Yy

En la figura observamos que en este caso la desviacion de la particula
es hacia arriba (a > 0), es decir, que el campo eléctrico en esa region
también apunta hacia arriba, o lo que es o mismo AV, = (Vg — V4) > 0.
Las ecuaciones del movimiento nos quedan:

x(t) = vot
1
y(t) = 56“‘2
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A la salida de la regién donde hay campo, el vector velocidad vendra
dado por:
Uy = voi + atyj
con una aceleracion
qF  qAV,
aq = — =
m mdy
El tiempo t; de recorrido se puede hallar mediante la velocidad hori-
zontal vy, pues tal y como hemos dicho antes, en el eje z la particula
describe un movimiento rectilineo uniforme.

_h

t
I

Para calcular el angulo que forma el vector velocidad de salida vy con la
horizontal podemos ayudarnos del siguiente grafico:

N S
atyj
(07

—

Vo

El angulo se puede obtener aplicando trigonometria al triangulo formado
por el vector velocidad y sus componentes v, = vg Y vy = a ty:

a=tan"! (atf> —tan~! <a ll/ve) =tan~! (qAVQ ll)
Vo Vo mdyv3
d) Una vez que la particula ha salido del campo eléctrico, sigue un mo-
vimiento rectilineo uniforme hasta la pantalla vertical donde acaba im-
pactando. La altura h se obtiene sumando las alturas h; y he que se
indican en el grafico anterior. La altura h; es la altura final de la particula
cuando sale de la region delimitada por las placas horizontales, es decir,

hi = y(ty). La altura hy, se obtiene con el triangulo rectangulo de lado I,
y altura ho, de donde deducimos hy = Iy tan a. De este modo:

qAVo Iy | qAVLIE  qAVal

h =lstan ty) =1 =
ztana+ylty) =1z mdivd  2mdivd  2mdiv3

(212 + l1)

Si sustituimos la velocidad inicial vg obtenemos:

. AVyly
T AAVLd,

(2la+11)

Con esta férmula hemos demostrado que la altura h no depende de la
carga ni de la masa de la particula.
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e) Calculamos AV, para obtener una defleccion de 10 cm

4AV dy

AV, = oNd
2 112l + 1y)

=32V

23. Un cascaron esférico tiene radio interno a y radio externo b. Sila
regién a < r < b tiene una densidad de carga eléctrica p C-m~—3
uniformemente distribuida. Determine el campo eléctrico y el
potencial para cualquier punto del espacio.

Solucién

Para calcular el campo eléctrico en cualquier punto vamos a aprovechar
la simetria esférica del problema y aplicar el teorema de Gauss. En es-
te caso el campo eléctrico es radial y tiene valor constante E(r) para
cualquier punto situado a una distancia r fija.

Los tres casos importantes son:
» 7 < a La esfera de Gauss no contiene carga (g;,; = 0), por tanto:
E(r) =01,

« a < r < blaesferade Gauss contiene una carga interior que depen-
de del volumen del cascaron que abarca dicha superficie:

4 .
Qint = g”(rj - 113)/3

De este modo la Ley de Gauss nos queda de la siguiente manera,

o in 4 35— a?
]{Em.dg:uzw
S o 360
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Usando la simetria esférica del campo eléctrico podemos hallar el
resultado de la integral:

]{ E(r) - d§ = 4mr? E(r)
S

Combinando ambos resultados y obtenemos:

= p(r® —a®)
B(r) =
(r) 3eor?

« 7 > b La esfera de Gauss contiene toda la carga:

3_ 3
?fE(r)-dg'z Q _ pin(t” = a”)
S €0 360

Usando de nuevo la simetria del campo eléctrico podemos hallar:

p(b* —a®) _
3807"2 '

En este problema podemos usar el convenio del valor de potencial eléc-
trico nulo en el infinito: V(c0) = 0 V. Para el potencial eléctrico en cual-
quier punto debemos proceder al revés, primero calcularemos el po-
tencial para las partes externas para posteriormente calcularlo para las
regiones internas. Procediendo de este modo aseguraremos la continui-
dad del potencial.

De nuevo dividimos el espacio en varias partes:

« 7 > b El potencial es equivalente al potencial generado por una par-
ticula puntual con una carga equivalente a la total del casquete es-
férico: De este modo si la carga total del casquete es:

_ pAr(b® — a®)

Qu 3

el potencial eléctrico vendra dado por:

Q _ il —a®) _ p(t*—a®)

r 3r B 3egr

Vir)=K

« a < r < b El potencial puede hallarse usando la definicion de dife-
rencia de potencial entre las distancias by r al centro de la esfera y
considerando la expresion del campo eléctrico que hemos obtenido
en el apartado anterior para esta region. Para realizar esta integral
vamos a hacer uso de una nueva variable ' que nos permite definir
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di'= dr’. Esta nueva variable la usamos porque la variable r ya se ha
definido como la distancia al centro del casquete.

V(r)—V(b):—/bTE-df:—/bTMdr’z

350’[“/2

I N N N
3eo | 2 ], 3e0 | 2 r 2 b

Despejamos el potencial V(r):

2 3 b2 3 b2 2 3
Vi) = -2 <’”2+“‘1b>+v<b) P (37"a>

" 35 2 3.\ 2 2 &

Donde el valor de V(b) lo podemos obtener particularizando la ex-
presion de V(r) obtenida en la zona exterior al cascardn para el caso
r=nb.

« 7 < a Tenemos que tener en cuenta que en esta region el campo
eléctrico es nulo y por lo tanto el valor del potencial es constante en
toda esta zona. Para calcular su valor simplemente debemos parti-
cularizar la expresion obtenida anteriormente para el caso r = a:

V(r):V(a):?)’ZO(W_aQ_aS):p(b2_a2)
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24. Tenemos una corteza esférica conductora de radio interno a =
20 cm y radio externo b = 30 cm cargada con una carga Q. En
el centro de la corteza se sitUa una segunda carga q.
Una vez alcanzado el equilibrio electrostatico y sabiendo que
el campo eléctrico en r = 10 cm vale E(r) = —2,7 - 10°@, N-C~1
y el potencial parar =40 cm es V(r) = —22500 V (para obtener
este valor se ha considerado que V(o) = 0 V) calcule:

a) Los valores de las cargas Qv q.
b) El potencial eléctrico en r = 15 cm.

c) Eltrabajo realizado por el campo eléctrico para pasar una
carga go = —1 nC desde r = 25 cm hasta r = 40 cm. ¢Es
espontaneo el movimiento?.

Solucién

a) El campo eléctrico en el interior del cascarén (para r < a) se debe
unicamente a la carga puntual situada en el centro de la corteza. Por
tanto:

_, Kq

— = 6= \/p—1
E(r)= 2 Ur = —2,7-10°u, V-m

Despejamos la carga eléctrica g¢:

. —2,7-10%-(0,1)?

5109 =-3-100C

El dato del potencial eléctrico nos permite hallar la carga de la corteza
metalica, ya que dada la simetria del problema podemos considerar que
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ese potencial es similar al que se generaria considerando ambas car-
gas como puntuales y situadas en el centro de la corteza esférica. De
este modo, para todos los puntos externos a la corteza esférica (r > b)

tendremos:
_K@+4q)
T
Considerando el valor numérico que nos proporciona el enunciado y
despejando la carga Q obtenemos:
—22500-0,4

__feerr 9. —6
Q=51 ¢g=2-10°C

V(r)

b) Para calcular el potencial en el interior del cascarén necesitamos pri-
mero calcular el potencial para r = a y después calcular la diferencia de
potencial provocada por la carga puntual en el interior. Sabiendo que
en el conductor el potencial es uniforme en todo el interior tenemos
V(a) = V(b) y podemos deducir:

_K@+q)
b

La diferencia de potencial entre un punto a una distancia r y el radio a
se debe Unicamente al campo eléctrico generado por la carga puntual:

V(b) =V (a) = —30000 V

_Kq Kgq
V(ir)—=V(a) = . ,
Despejando V(r), tenemos :
K K K K
V(r) =V(a) + — — =% = _30000 + —1 — =4
r [¢ r a

Sustituimos para r = 15 cm:

V(0,15) = —30000 — 180000 + 135000 = —75000 V

c) Para calcular el trabajo de una particula cargada desde r = 25 cm has-
ta r = 40 cm debemos calcular la diferencia de potencial entre ambos
puntos. El potencial en el interior del conductor es constante y sera el
mismo que tome en la superficie externa r = 30 cm. Unicamente nece-
sitamos calcular la diferencia de potencial entre los radios » = 30cm y
r = 40cm:

V@@—V@@:Kﬁzw—ngwzmmv

El trabajo buscado es por tanto:

W = —qo(V(0,4) = V(0,3) =1-10"2-7500 = 7,5- 1076 J
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Como el trabajo es positivo, el movimiento de la carga sera espontaneo.

25. Un plano infinito se extiende sobre el plano xy y se deposita
sobre este una densidad de carga o; = 5 uC-m~2. Se sitla otro
plano cargado paralelo y 2 m por encima del primero con una
densidad de carga o, = —2 uC-m~2. Aplicando la definicion de
diferencial de potencial eléctrico, calcule la diferencia de po-
tencial entre los puntos A(0,0,3) m y B(0,0,5) m.

Solucién

El calculo de la diferencia de potencial entre dos puntos de coordenadas
za =3 MYy zg =5 m se obtiene integrando directamente el campo. Para
ello primero debemos calcular el campo eléctrico que hay en la region
gue se nos pide, en este caso, y como el campo esta siendo generado
por dos planos infinitos de densidades o7 y o9

Una vez obtenido el campo eléctrico, aplicamos la propia definicion de
diferencia de potencial entre dos puntos:
ZB ZB
AV:V(A)—V(B):—/ E-d?z—[wz} _
zZA z

260 "

O )= —338083V
250
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26. Una carcasa metalica neutra de radio interior r; = 10 cm y de
radio exterior r, = 15 cm encierra una corteza esférica de radio
r. = 5 cm con una densidad de carga uniforme o, = 10 uC-m~—2.
Los centros de la carcasa y de la corteza coinciden en 0(0,0,0).
Calcule el potencial a lo largo del semi-gje z > 0.

iy,
B

Solucién

Para calcular el potencial para cualquier punto del eje z deberemos con-
siderar las tres regiones en las que la carcasa divide el espacio. Comen-
zaremos estudiando el problema en la region externa a la carcasa puesto
gue vamos a considerar como referencia del potencial su valor en el in-
finito, el cual consideraremos nulo. V(z — 00) =0 V.

« 2z > 15 cm. Para puntos externos a la carcasa, el potencial seria si-
milar al generado por una carga puntual de valor la carga total del
sistema, situada en el origen de coordenadas.

Calculamos la carga total de la esfera ¢ = 4mr20 = 0,17 uC, con lo
que obtenemos:

1 0,1r-10°
4meg z

\Y

V;ﬂ215 cm =

« 10 cm < z < 15 cm. En esta region el campo eléctrico es nulo, por lo
tanto el potencial debera permanecer constante a lo largo de toda
esta zona.

Para calcular su valor numérico simplemente debemos exigir la con-
tinuidad del potencial, es decir, en esta region del espacio el po-
tencial eléctrico toma el mismo valor que en el limite exterior de la
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carcasa z =15cm:

1 017 106

V
4meg 0,15

VlO cm<z<l5cm —

5cm < z < 10 cm. Para calcular el potencial eléctrico en esta region
podemos o bien aplicar su definicion dV = —E-dle integrar entre
un punto genérico de la region, r, y el borde interior del casquete
esférico, o bien resolver la integral indefinida del campo y exigir la
continuidad del potencial, de modo que obtengamos la constante de
integracion.

En este caso, y por cambiar el procedimiento seguido en otros ejerci-
cios anteriores, aplicaremos el segundo método. Asi, y teniendo en
cuenta que el campo eléctrico es el generado por la corteza esfé-
rica cuya carga total hemos calculado anteriormente, la integracion
indefinida que tenemos es:

- 1 0,171’~10_6
VScmgzglocm:_/E'dzz_/if"‘cv

47eg z

1 0,1r-1076
dreg z

+CV

V5 cm<z<l0cm —

Para calcular el valor de la constante de integracion, C, deberemos
volver a aplicar la continuidad de la funcién potencial en la superficie
de separacion de ambas regiones, Vs cm<z<10 cm(10 €M) = Vig em<z<15 cm (10 €M)

1 01l1r-107¢ 1 011r-1076
- 4= —
47T'50 0,1 471'60 0,15

1 1 1 0,17 -107% 10
C=—01r-10"° - = Y
dmeg (0,15 0,1) Areg 3

Una vez calculada la constante de integracion C, la expresion del
potencial en esta region queda:

1 0,1r-107F _0dm- 10*6g y

‘/:5 cm<z<10cm —
== 4meg z 4meg 3

z < 5cm. Finalmente, en la Ultima region el campo eléctrico vuelve
a ser nulo y, por lo tanto, el potencial volvera a ser constante; en
este caso, su valor sera el mismo que toma la funcién potencial en
la superficie externa de la esfera z =5 cm

1 017105 017107510
dreo 0,05 Ameo 3

Vi<sem =
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0,17 -107% /50
Vz§5 cm = W (3) \Y

Como resumen podemos representar graficamente el potencial de
modo que podamos ver como evoluciona en funcion de z.
V (kV)

E=0 E=0
47,1

18,8f -~ - - -

z (cm)

Qf------r-------—2

10 15 20 25 30

27. Consideramos dos cilindros coaxiales huecos muy largos y de
radios r; y ro siendo ro > r;. Los cilindros tienen una densidad
superficial de carga uniforme o1 y o5 ambas positivas. Hallar:

a) El campo eléctrico en funcién de la distancia al eje para
todo el espacio.

b) La diferencia de potencial entre los dos cilindros en fun-
cion de la densidad de carga.

Solucién

a) Para calcular el campo eléctrico en cualquier punto del espacio de-
beremos dividir el problema en tres regiones. En cada una de estas re-
giones aplicaremos la Ley de Gauss para lo cual consideraremos como
superficie gaussiana cilindros de radio arbitrario r y longitud L coaxiales
con los cilindros cargados.
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r1
4y Cl
NS N

Cilindro de Gauss

‘\1 |

Tal y como se ha comentado en ejercicios anteriores, el campo eléctrico
generado por un cilindro infinito es perpendicular a la superficie lateral
del mismo, por lo tanto, el flujo eléctrico Unicamente se produce a través
de la superficie lateral de la superficie gaussiana. De modo que a la hora
de aplicar la ley de Gauss, la ecuacion que nos quedara es:

Gint

€0

b = / E-dS = ESiytera; = E 277L =
S

Procedamos a calcular el campo eléctrico en las diferentes regiones.

« 7 < ry. En esta regiodn la carga encerrada es nula y por lo tanto:
E(r)=0a, V'm™*
» 71 <1 < ro. EN la region entre los cilindros cargados la Unica carga
interna es la que aporta el cilindro de radio r;.
o12nr L

¢ = Tnt - DTTNE _ pomr
€0 €0
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Puesto que las cargas son positivas el sentido del campo eléctrico
sera positivo segun la direccion radial, es decir:

= o1r1

E(r)= Uy

reo

« 7 > 719 EN la region externa el campo eléctrico total sera la suma de
los campos generados por ambos cilindros. En este caso los dos
cilindros tienen carga positiva y procediendo de forma similar al caso
anterior obtenemos que el campo total sera:

E(r) = ((717“1 + 027”2> Uy

TEQ reo

b) Para calcular la diferencia de potencial entre ambos cilindros simple-
mente debemos aplicar la definicion de diferencia de potencial e inte-
grar. En el caso que nos piden, el campo eléctrico que hay entre ambos
cilindros Unicamente es el campo generado por el cilindro de radio r,
por lo tanto,

"2 oury

Uy - di = — in
Treo €o 1

o171, T2

AV =V(ry) — V(r1) = _/

T1

28. Disponemos de un semiaro de radio a con densidad lineal de
carga A no uniforme:

A6) =1-10"%cos?(#) C-m~"

Calcule el potencial producido por el semiaro en el origen O.

AN

Solucién

Para calcular el potencial en el origen es preciso plantear una integral
que va a sumar los efectos de todas las partes del aro. Un elemento de
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longitud di = adf del aro llevara una carga dq que dependera del angulo:
dg = \(0)adf. Integramos a lo largo del aro para obtener el potencial:

Vv (0) :/Kfq /Oﬂ Kai(a)de

La distancia al origen de cada elemento de longitud adf es constante y
podemos sustituir la expresion de la densidad de carga en la integral:

V(0) = / K -107%cos?(0)df = K - 10_6% +CV
0

siendo C una constante de integracion que dependera de donde tome-
mos el origen para la funcién potencial. Si consideramos que V(cc) = 0,
entoncesC' =0V.

29. En una region del espacio el campo eléctrico viene expresado
por:
E(xz,y,z) = 10i + 4yj + k V-m ™.

Calcular el trabajo necesario para mover una carga Q = 0,1 uC
inicialmente situada en el punto Fy(0,2,0) m una distancia Al =
1 mm segun las siguientes direcciones:

a) i

b) i+j.

c) i—j+2k
Solucién

Para calcular el trabajo que nos piden aplicaremos la definicion de tra-
bajo realizado por una fuerza:

Py Py

W= F.dl = QE - dl
Py Py

Ahora, nos queda por determinar el trayecto de la particula desde el
punto inicial P, hasta el punto final P; para cada uno de los casos pro-
puestos.

a) Primero evaluamos el elemento de trabajo diW antes de integrar:

dW = QE - dl = QE - dzi = Q10dx
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La integracion es inmediata al ser la direccion a lo largo del eje z entre
Oy Al
W =Q10Al=1-10""J

b) Este segundo apartado requiere un poco mas de cuidado puesto que
la direccion del desplazamiento ya no sigue uno de los ejes. El punto
de salida es P5(0,2,0) y el punto de llegada sera Py = Py + 7, siendo
7= Al-@ = Al(i+7)/v?2 el vector desplazamiento. Haciendo esta suma,
obtenemos que el punto final es P(5L,2 + 5L,0).

\/57
Y
Al
V2
Al
v2J
0 5L *

\/57,

Para calcular la integral del trabajo haremos uso del hecho de que la
fuerza eléctrica es una fuerza conservativa, y por lo tanto su integral
no depende del camino seguido. En este caso integraremos primero si-
guiendo el eje z y luego el eje y (el lector puede comprobar que invir-
tiendo el orden de integracion el resultado es el mismo).

Como unicamente la componente E, del campo varia en funcion del
punto del espacio en el que nos encontremos (en este caso solo depen-
de de la coordenada y), podemos separar el ca’lculo en dos integrales
independientes: una S|gwendo elejexrdeOa == y otra siguiendo el eje

ydey—2ay:2+ segunelejey

- Al

AL 24+ AL
V2 — - V2 -
W= / QE(2,2,0) - ida + / QE(EL,y,0) - jay =
; ) NG

% 2454 0 * ]
= Q- [10z]; +Q[2y] V5 — QAl{ﬁ+Al+ﬂ

W =1,273-10"°J

¢) Este Ultimo apartado involucra de nuevo descomponer el trayecto,
esta vez en tres tramos. Por la naturaleza del campo vamos a poder
integrar primero segun los ejes z y z antes de integrar la componente .
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Para calcular las coordenadas del punto de llegada, primero normaliza-
remos el vector desplazamiento,

L i—j+2 i—j+2k

U= 5= - = .

li — j + 2k| V6
A continuacion al punto inicial le sumaremos el vector unitario anterior
multiplicado por el modulo del desplazamiento Al, Py = Py + @Al, con
Al Al Al

lo que obtenemos que el punto de llegada es Pf(%, 2 — T6 2%).

Tenemos ahora tres integrales, una para cada eje de coordenadas:

2 AL

Al
NG i - NG S (Al -
W:/ QE(z,2,0 ~idx+/ QE <,y,0> - Jdy
0 ( ) 2 \/6
9 AL

Ve = Al Al R
+/0 QE(\/EJ—\/E,Z)'W—
o-asfs 2

V6 V6 3
W =1,63-10"1J

Al
Al yzr_ﬁ
— 10220+ 0 [4L )
N Q[ 2],

Otra forma de afrontar este problema es aplicar la relacion:

W, = —AU = —QAV.

Para ello, lo primero que debemos hacer es obtener la funcion V (z, y, 2).
Puesto que el enunciado nos da la expresion del campo eléctrico pode-
mos aplicar E = —gr_dd(V(x,y,z)). Para obtener V podemos proceder
por integracion de los polinomios verificando que se obtiene siempre la
igualdad anterior. Esto nos lleva a obtener la expresion:

Viz,y,z) = —10x — 20> — 2+ C

donde C es una constante que depende del sistema de referencia que
tomemos a la hora de definir el potencial electrostatico. En nuestro caso
y como lo que vamos a calcular es AV no tiene importancia y podremos
considerar que C = 0. Procedamos al calculo del trabajo en cada uno
de los casos propuestos:

a) Al movernos Al segun la direccion i, pasamos del punto Py = (0,2,0)
al punto Py = (Al,2,0), con lo que el trabajo realizado por el campo
vendra dado por:

We = _QAV = _Q (V(Pf) - V(PO)) = _Q (V<AZ’27O) - V(O7270)) =
—Q ((—10A1 —2-2> —0) — (—10-0—2-2* — 0)) = Q10Al
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W,=1-10"°J

b) Ahora nos movemos Al segun la direccion (i + j), pasando del punto
Py =(0,2,0) al punto Pf(\A[l 2+ \%,0) En este caso el trabajo realizado
por el campo sera:

W, = QP - V(r) = - (VSL2+ SL0 - v0.2.0)) -
Al Al
-Q ((—10ﬂ—2.(2+ﬁ)2—0)—(—10.0—2.22—0)>

W,=1273-10"2J

c) Finalmente, nos movemos Al segun la direccién (i—j+ 2k), pasando
del punto Py = (0,2,0) al punto Pf(\A} 2 — 7 2Al) El trabajo realizado
por el campo sera:

W, = —Q(V(Py) — V(Py) = —Q (V(N,z _ AL LA V<0,270>) -

V6 V6 V6
Al Al Al
-Q <(10\/62~(2 \/6)22\/6)(10-02-220)>

W, =1,63-1071°J

30. En una regién del espacio el campo eléctrico viene expresado
como:

E(w,y,2) = (y* — 22yz°)i + (3 + 20y — 2*2°)j+

+(62° — 32%yz2)k V- m™ L,

Calcule el trabajo necesario para mover una carga Q = 1uC
inicialmente situada en el punto Py(2,—1,2) m hasta el punto
P;(—1,3,-2) m

Solucién

Este problema es el numéricamente mas complejo de los que haremos
de este estilo y por eso, a modo de resumen, o resolveremos por dos
meétodos diferentes ofreciendo otras posibilidades.

Método 1 En este primer método que proponemos utilizaremos la rela-

cion que existe entre campo eléctrico y energia potencial.

E($7y7 Z) = _gr_dd V(xvyv Z)
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Esto nos permite obtener la funcion energia potencial V(z,y, 2)

oV (z,vy,
g, = - TEVE vy ) =y 2% + K ,2)
ov K
E, = _(g;y,z) = Vi(z,y,2) = =3y — ay® + 2%y2% + Ky(, 2)
AV (z,y, 3
E, = _% = V(z,y,2) = —52" + 2%yz" + Ky(z,9)

donde Ki(y,z), Ka(x,2) y Ks(z,y) son funciones que contienen a los
elementos que no aparecen en la expresion obtenida en cada una de
las integrales pero si en alguna de las otras.

Por ejemplo, el término —3y Unicamente aparece en la segunda expre-
sion pero cumple los requisitos para poder estar contenido tanto en
K, (y,z) como en K3(z,y). Si esto no ocurriese nos indicaria que o bien
nos hemos equivocado en los calculos o que el campo eléctrico E(x, Y, 2)
que nos proporcionan no es conservativo y por lo tanto no podemos cal-
cular la funcién potencial correspondiente.

Aclarado este punto, obtendremos la funcion potencial sin mas que po-
ner los diferentes términos que hemos obtenido en las integrales ante-
riores.

3
V(z,y,2) = —ay® + 2?yz® — 3y — 524 +C

donde C es una constante numeérica de integracion que dependera del
punto que tomemos como referencia para la funcion potencial. En este
tipo de problemas, no es importante su valor ya que |0 que nos interesa
calcular es la variacion de potencial entre dos puntos y por lo tanto el tér-
mino C' nos aparecera en ambas expresiones, por ello consideraremos
C=0.

Es aconsejable que una vez obtenida la funcion V(z,y, z) se realice el
camino inverso y se compruebe que al hacer su gradiente se obtiene el
campo eléctrico que nos propone el enunciado.

Finalmente, con la funcién potencial V (z, y, z) podemos calcular la ener-
gia potencial de la particula en los puntos entre los que se va a desplazar
la particula.

Up=U(2,-1,2) =QV(2,-1,2) = =55-107°% J
Up=U(-1,3,-2) =QV(-1,3,-2) = —48 - 107 % J

Si ahora aplicamos la relacion entre trabajo y energia potencial, W =
—AU
W=-AU=—(U;-Uy)=-7-10°J
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Método 2

En este segundo método vamos a aplicar directamente la definicidon de
trabajo realizado por una fuerza W = fﬁ - dr. Ademas, tendremos en
cuenta que el campo eléctrico E es conservativo, por lo que el trabajo
realizado por la fuerza eléctrica asociada es independiente del camino
que sigamos. Con el objetivo de realizar un ejercicio completo propon-
dremos dos caminos distintos y comprobaremos que el trabajo realizado
en ambos casos es el mismo y es el mismo al obtenido segun el método
anterior.

Camino 1

En este camino que proponemos, el trayecto desde el punto Py(2,—1,2) m,
hasta el punto P¢(—1,3,—2) m, lo dividiremos en tres tramos. En el primer
tramo nos desplazaremos Unicamente por el eje x pasando de Py(2,—1,2) m
al punto P;(—1,-1,2) m, a continuacion, nos desplazaremos por el eje

y Yy pasaremos de P;(—1,—1,2) m hasta el punto P,(—1,3,2) m. Final-
mente, Nos moveremos por el eje z y pasaremos de Py(—1,3,2) m hasta

el punto final Pr(—1,3,—2) m. La ventaja de utilizar este tipo de caminos
es que al desplazarnos por un eje, por ejemplo el x los valores de las
variables y y z permanecen constantes y sus diferenciales respectivos
son nulos (dy = dz = 0).

Recapitulando la trayectoria que proponemos en este primer trayecto

seria:
Po(2,-1,2) 255 Py(—1,-1,2) <2250 py(—1,3,2)
y=-1, 2= r=—1, z=
de=dy=0
Pa(=1,3,2) == Py(-1,3,-2)

Procedamos al calculo del trabajo realizado por la fuerza en cada uno
de los tramos indicados

le/ﬁ-dF:Q/E-dF:Q/Ezdx:
Q/Z_lEm(m7—1,2)dx:Q/2_l (v — 22y2*) de =

Q/l ((-1)* = 22(-1)2%) de = —27-107° J
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Wgz/ﬁ-dF:Q/E-dF:Q/Eydy:

3 2
Q/ Ey(_17ya2)dy:Q/ (3+2$y—x2z3) dr =

2
Q[l (3+2(-1)y—(-1)*2°)de = —-28-107°J

W; = /F dr—Q/E dr—Q/E dz =

-2

Q E( 1,27Z)dZ—Q/ z—3xyz)d =
—2

Q/ (62° —3(—1)?32%) dz =48 -107° J
2

Ahora Unicamente nos queda sumar los trabajos en cada uno de los
tramos y obtenemos el trabajo total

W=W; +Wy+Ws=-27-10°-28-10"°+48-107¢ = —7-10"%J
Este procedimiento lo podemos repetir pero cambiando el orden de los
ejes por los que nos desplazamos, asi otra opcion seria:

dz=dz=0 dr=dy=0

Po(2.-1.2) ZEET Pi(2:3,2) S0 Py(2.3,-2)
Py(2,3,-2) % Py(—1,3,-2)
y=3, z=—2

O cualquiera de las otras que al lector se le ocurran (en este caso, al ser
un desplazamiento de R? en R3, tenemos 6 posibles caminos).

Para cada trayectoria los trabajos pueden ser distintos, pero la suma de
los trabajos siempre sera la misma.

Camino 2

Tal y como hemos comentado y demostrado, el trabajo realizado por la
fuerza eléctrica es independiente de la trayectoria seguida por la parti-
cula desplazada. Por eso, y puesto que las trayectorias propuestas en
el apartado parecen un poco “artificiales”, proponemos a continuacion
una segunda trayectoria que pareceria en un principio algo mas natural:
esta trayectoria es la linea recta que une ambos puntos Py y Py.

Para calcular el trabajo a través de la trayectoria propuesta debemos
parametrizar la recta. Para ello, calculamos el vector que une ambos
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puntos al que denominaremos v
U= (_37 47 _4)

Con este vector ya podemos proceder a parametrizar el tramo de la recta
gue une ambos puntos en funcion de un parametro t:

=Py +t0=(2,1,2) +t(-3,4,-4)con0<¢t<1

Esto nos permite expresar las coordenadas z, y y z en funcion de ¢, asi
como sus diferenciales

r=2-—3t—dr=-3dt
z=2—4t - dz = —4dt

Procedamos a calcular el trabajo realizado por la fuerza eléctrica al des-
plazar la carga @ por la recta que une ambos puntos, para lo cual en la
expresion del trabajo sustituiremos las coordenadas z, y y z y SUS corres-
pondientes diferenciales por sus expresiones en funcion del parametro
t

W:/ﬁ-dF:Q/(Ew dv+ Ey dy+ E. dz) =
Q/Exd$+Q/Eydy+Q/Ezdz:

Q/ —1+4t)> —2(2 = 3t)(—1 +4t)(2 — 4¢)*) (=3)dt +
+Q/O (34+2(2—3t)(—1+4t) — (2—3t)*(2 — 4t)*) 4dt +

+C>2/01 (6(2 —4t)> — 3(2 — 3t)*(—1 +4t)(2 — 4t)*) (—4)dt =

-1 -8 16 —35
uC( 5 + 3 + 3 > uC( z ) 7-10





