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Si estds comenzando una carrera universitaria de ciencias o ingenieria y te
toca enfrentarte a las leyes del electromagnetismo, este libro estd pensado
justo para ti.

Lo que tienes entre manos es, basicamente, una coleccion de problemas de
electricidad y magnetismo resueltos. Pero no son solo las soluciones numéri-
cas, en este libro hemos intentado desarrollarlas paso a paso, con el maximo
detalle posible, como si estuvieras viendo a tu profesor en la pizarra. La idea
es que puedas seguir el hilo y entiendas cada uno de los pasos que damos a
la hora de resolver cada problema.

Los ejercicios seleccionados cubren practicamente todo lo el temario que se
imparte en una asignatura de fisica de segundo cuatrimestre en casi cualquier
grado cientifico tecnoldgico. Los ejercicios han sido ordenados de menor a
mayor dificultad, para que vayas cogiendo soltura poco a poco. Muchos de
ellos tienen un nivel similar al que te podrias encontrar en tus examenes.

Un consejo, si son tus primeros contactos con estos temas te recomendamos
gue uses este libro junto con algun otro texto de teoria. Aunque al principio
de cada capitulo recordaremos brevemente algunas ideas clave para que te
situes, no explicamos la teoria desde cero y vamos a dar por suspuestos al-
gunos conocimientos basicos, lo que nos va a permitir ahorrar explicaciones
sobre la notacion utilizada en las férmulas introductorias de cada capitulo. Es
por esto por lo que lo ideal es que consultes tu manual donde la teoria se
exponga de forma completa. A la hora de resolver problemas de fisica es tan
importante conocer las formulas utilizadas como los conceptos tedricos en
los que se basan. Una comprension completa de el por qué de las cosas es
fundamental a la hora de resolver los problemas propuestos y facilitara que
seas capaz de enfrentarte a nuevos retos.

Esperamos que este libro te sea de gran ayuda para entender y dominar la
Electricidad y el Magnetismo.

iMucho animo!

Javier y Alexandre
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1 CAMPO ELECTRICO

11 Ecuaciones relevantes

« Ley de Coulomb.
Supongamos que tenemos dos cargas eléctricas q; y ¢2 Separadas una
distancia d. La Ley de Coulomb nos dice que la fuerza que ejerce la carga
q1 Sobre la carga ¢, viene dada por:

Fo=KZ

- 37"12 = K—ulg (11)
712

d2
donde

» 7o €s el vector que une la carga ¢; con la carga ¢g». De este modo
d = |F12| es el modulo del vector que une ambas cargas.

{15 €S el vector unitario de ¢; a g2, €s decir, 1o = %

12
» La constante K se conoce como constante de Coulomb y su valor es:
K = ﬁ ~ 9-10° N-m2-C—2. Esta constante esta relacionada con la

permitividad eléctrica del medio en el que se encuentra inmerso nues-
tro sistema . Para el caso del vacio e = ¢y = 8,85 - 10712 C2:N~1-m—2,

« Campo Eléctrico.
Se define el campo eléctrico en un punto del espacio como la fuerza neta
ejercida sobre una carga testigo positiva gy dividida por el valor de dicha
carga qo.

= %‘1 (12)
0

La unidad de campo eléctrico es el N-C~t o el V-m~L.

« Campo eléctrico generado por una carga puntual q.
= q 7 q
F=K—d=K—= 1.3
e -
En este caso

. d es el vector gue une la carga con el punto donde queremos obtener
el campo eléctrico.

« i es el vector unitario de d.
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« Campo generado por un sistema de cargas puntuales.
Aplicando el Principio de Superposicion, obtenemos que el campo ge-
nerado por un sistema de cargas puntuales es el resultado de la suma
vectorial de los campos eléctricos generados por cada una de las cargas.

*:ZE:ZK%@ (1.4)

« Campo generado por una distribucion continua de carga.

E= /dE /Ki_i,lqs*—/f(dq* (1.5)

« dgq es el diferencial de carga y vendra dado por dg = pdv, siendo p la
densidad de carga y dv el diferencial de volumen.

« 77 es el vector que une el diferencial de carga dq con el punto donde
gueremos obtener el campo eléctrico.

e 7 es el vector unitario de 7.

« Ley de Gauss.
Elflujo eléctrico ¢, s una magnitud matematica relacionada con el numero
de lineas de campo eléctrico que atraviesan una superficie orientada, A.
Para una superficie plana y un campo uniforme el flujo eléctrico viene
definido por:
po=E-A=E -fA=FE,A (1.6)

donde E,, es la componente del campo eléctrico paralela al vector unitario
normal a la superficie, 7.

Para el caso de una superficie cerrada, se considerara el convenio de
tomar el vector normal a la superficie, 7 , dirigido hacia el exterior de la
superficie en cada punto de esta. De este modo el flujo eléctrico a través
de una superficie cerrada vendra dado por:

be = f E - fidA = ]{ EndA:Enj[ dA (1.7)
s s s
Aplicando la ecuacién (1.7) llegamos a la conocida Ley de Gauss:
ant
E fdA = E dA = (1.8)

Una de las principales utilidades de la Ley de Gauss es que nos va a per-
mitir simplificar el calculo de los campos eléctricos generados por algunas
distribuciones continuas de carga con simetrias notables:
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Campo eléctrico generado por un plano infinito no conductor con den-
sidad de carga o.
E= "4 (1.9)
250

Campo eléctrico generado por un hilo infinito con densidad de carga ).

A
2mreg

E = i (110)

Veremos otros ejemplos de distribuciones en los egjercicios.

« Campo eléctrico en conductores.
En este capitulo Unicamente se van a considerar conductores en equilibrio
electrostatico, es decir, conductores en los cuales las cargas permanecen
en "reposo”. Esto nos va permitir considerar las siguientes afirmaciones:

« El campo eléctrico en el interior de un conductor es nulo (Ejni = 0).

« La carga eléctrica neta sobre un conductor reside en la superficie de
dicho conductor.

1.2 Ejercicios

1. Tenemos dos cargas ¢ = 3 uCy ¢ = 4 uC situadas respecti-
vamente en los puntos (—1,0) my (3,0) m.

a) ¢En qué punto o puntos (si procede) se anula el campo
eléctrico?

b) Calcular el campo en el punto (0,1) m.

Solucion

a) Lo primero de lo que debemos darnos cuenta es que el campo eléctri-
co solo puede anularse en el eje z. Si el lector situase una carga positiva
fuera del eje z y dibujase las fuerzas que actuan sobre ella, comprobaria
a simple vista que es imposible que las fuerzas se anulen. En este caso,
la particula experimentaria una fuerza que la empujaria hacia el infinito.
Sin embargo, vamos a comprobar la existencia de un punto del eje x
donde estas fuerzas se anulan.

Supongamos que el punto que estamos buscando tiene por coordena-
das (z,0), para calcular el campo eléctrico en un punto del eje 2 suma-
mos los campos generados por las dos cargas teniendo cuidado con su
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orientacion.

= & o Kq i Kq

E(x) = Ey + B, = -
0=t B = G e ™
__Eq (x—|—1)f+ Kgs (x—3)526

(x+1)2 |z 41| (x —3)% |z — 3|
Una simple observacion de las lineas de campo a lo largo del eje z nos
permite observar que el campo eléctrico Unicamente se puede anular
entre los puntos de coordenadas (—1,0) my (3,0) m. A la izquierda de
(—1,0) y ala derecha de (3,0), los campos eléctricos generados por am-
bas cargas llevan el mismo sentido y, por lo tanto, no se pueden anular.

q
bqll 1 - ql2 é -
—1% 5 s > °

E‘Zl
En este casotenemos [z + 1| =z + 1Yy |z — 3] = —(x — 3).

Simplificando la ecuacion anterior llegamos a

Kaq Kqo

@t (@32 "

Lo que nos lleva a una ecuacion de segundo orden:

(1—ql>x2+(2+6(h>x—|—1—9q120
q2 q2 q2

cuyos coeficientes son:

1, 13 23

La Unica solucion admisible de este polinomio es z = 0,856 m.

Otra forma de resolver este problema seria empezando por el dibujo de
las lineas de campo que hemos presentado anteriormente. El analisis
de esta figura, nos ha permitido deducir que la Unica region en la que
se puede anular el campo eléctrico es entre ambas cargas, puesto que
las lineas de campo llevan sentido opuesto. Partiendo de esto, podemos
obtener el punto que estamos buscando simplemente exigiendo que los
modulos de ambos campos sean iguales. Por lo tanto:

K|Q1|: K|
() (4—x)?

|Ey| = |Eo| —
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En este caso hemos definido 2 como la distancia desde la carga ¢; hasta
el punto que estamos buscando. La distancia entre el punto y la carga
g2 sera (4 — z) siendo 4 la distancia total entre ambas cargas.

El desarrollo de esta ecuacion nos vuelve a llevar a un polinomio de
orden dos, 22 4+ 24z — 48 = 0, cuya Unica solucién valida es = 1,856m.

Como en este caso z representaba la distancia a la carga ¢; volvemos a
obtener que la solucidon que estdbamos buscando es el punto de coor-
denadas (0,856,0) m.

b) Para calcular el campo eléctrico en el punto (0,1) m deberemos cal-
cular el campo eléctrico generado por cada carga y aplicar el principio
de superposicion.

Las distancias entre las cargas y el punto donde queremos calcular el
campo total se obtienen mediante el teorema de Pitagoras.

AY
— E(h
EQQ /
\ \1
q,/, ~‘~\\\Q2
—1 o 3 =z

El campo generado por la carga ¢; es:

= Kq Kq (V2 V2- - 1
E, = = — | — —_— = 9545.9 V-m
a1 (\/i)zul 2 < 9 1+ 9 J ) (Z+.7)

El campo generado por la carga ¢, es:

1

—

— KQQ KQQ ( —3 - 1 —,») - -, _
E,, = Uy = i+ =1138,4(—3i+j) V'm
q2 ( /710)2 2 10 /710 /710] ( .7)

Una vez que tenemos los campos qu y EqZ, el campo total lo obtenemos
sumando sus respectivas componentes:

Er = 6130,60 + 10684,37 V-m~*
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2. Dos esferasde masam =1-10"%kgy cargaq=2-10"° C estan
atadas a un punto comun mediante un hilo de masa desprecia-
ble y longitud . Ambas cargas se encuentran en suspension por
encima de un plano cargado con densidad uniforme o = 5-10~¢
C-m~2. Sien la situacion de equilibrio, los hilos forman un angu-
lo 6 = 30° con la vertical, calcule la longitud del hilo y la tension
que este ejerce.

e+t t+++++ O

Solucién

Las fuerzas que intervienen en este problema son, el peso de cada esfe-
ra, la fuerza eléctrica que actua sobre cada esfera debido al campo que
genera el plano, las fuerzas que se ejercen mutuamente las dos esferas
y la tension del hilo que mantiene a las esferas en contacto con el plano.
En el siguiente esquema se ha representado las fuerzas que actuarian
sobre la carga de la derecha de la figura del problema.

A
Fplano

—

Fcoulomb

P

T@ﬁ
Y

Puesto que el sistema esta en equilibrio debe cumplirse Ziﬁi =0.Si
descomponemos cada una de las fuerzas que actuan sobre la esfera
de la derecha, obtendremos una ecuacion para cada uno de los ejes
(horizontal y vertical):

qEpiano —mg —1T €080 =0—=TC0SO = qEpgno — Mg

7 7
_K@ +Tsem9:0—>Tsem9:K@
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Teniendo en cuenta que el parametro d es la distancia entre ambas car-
gas, obtenemos d = 2[ sen #, de modo que la ecuacion anterior nos que-

da:
7 59— K 7
Tsend=K——— —»Tsen’0=K-—
412 sen2 9 412

Usando la primera ecuacion calculamos el valor de la tension:

ag
_ qulano —-mg _ q2€0 - _
= = =0,33N
cosé cosf

Despejamos la longitud I de la segunda ecuacion:

[4T sin® 0
=] ———=424m
Kq? ’

3. Disponemos de un plano infinito vertical cargado con una den-
sidad de carga o positiva y uniforme. Una pequefa esfera de
masa m con carga positiva ¢ se encuentra atada mediante una
cuerda al plano. Una vez alcanzada la situacion de equilibrio, y
considerando que en dicho instante la cuerda esta tensa, cal-
cule la relacion entre carga y masa para que el angulo formado
entre la cuerda y la normal al plano sea 6 = 45°.

Datos: ¢ = 10 uCm=2, g = 88510712 C>N"tm=2, ¢ =
9,8 m-s—2

LSS S

Solucion

Para obtener un angulo 6 de 45° entre la horizontal y la cuerda necesi-
tamos hallar una relacion entre las componentes de la tensiéon T.
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Usando la condicién de equilibrio entre las fuerzas, la tension T se ex-
presa como:

T+ F,+F =0
Las fuerzas conocidas son: Fy = —mgj y F. = qFE = 45t

Si ahora descomponemos la tensién T' segun los ejes vertical y horizon-
tal y aplicamos la ecuacion del equilibrio segun estos dos ejes obten-

dremos:
—Tsind+Fy=0
—TcosO+F,=0
Despejamos:
Tsing =F,
Tcosl=F,

Dividiendo una ecuacion por la otra desaparece la tension T

F, 2
tang = -9 = =950
F. qo

Podemos despejar la relaciéon carga masa para formar un angulo de 45¢:

q 2gg0 _5 1
B =1.73-107° C'k
m otané ’ 9

4. Una esfera de superficie S situada en el vacio contiene tres car-
gas eléctricas g1 = 1 uC, ¢ = =3 uC, ¢3 = 4 uC. ;Cuanto vale
el flujo eléctrico a través de dicha superficie?

Solucion

La solucion consiste en aplicar directamente la definicion de la ley de
Gauss a la superficie S: El flujo del campo eléctrico es simplemente la
suma de las cargas contenidas en la esfera dividido por la constante g:

(1 + g2+ g3)
€0

be = = 225988,7 V-m
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5. Un plano indefinido con densidad de carga ¢ > 0 se encuen-
tra en el plano xzy, mientras que un hilo cargado con densidad
A > 0 se sitla sobre el eje 2z tal y como se muestra en la figura.
Obtenga el campo eléctrico en el punto A(0,1,1) m.

% z
A Ep
Y y
D
o) A =
1 - 5
g5
0 1 Yy

Solucién

Para solucionar el problema aplicaremos el principio de superposicion.
Por un lado calcularemos mediante la ecuacion (1.9) el campo generado
por el plano zy, Ep, y por otro lado, el campo generado por el hilo, Ep,
mediante la ecuacion (1.10).

El campo generado por el plano en el punto A es:

. o - _1
E,=—kNC
P 260

El campo generado por el hilo conductor a una distancia de 1 m del hilo
es:

—

E, jN-Cc™!

© 27meg - 1
y su direccioén es perpendicular al campo generado por el plano.
El campo total es la suma de estos dos campos:

— — — g - /\ brd —1
E=E +E =|—k N-C
ht S (250 +2m-;0.1])
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6. Tenemos dos planos indefinidos situados en un sistema de
coordenadas (O, z,y, z). Uno de ellos se sitla en el plano zz
y tiene una densidad superficial de carga oy = —0,25 C-m~2,
mientras que el otro se sitla en el plano yz y tiene una densi-
dad superficial de carga o, = —0,5 C-m~—2.

Y

02

Calcular la expresion del campo eléctrico en el plano zy.

Solucion

Para obtener el campo en cualquier punto del plano xy debemos des-
componer el problema en cuatro zonas y hallar el campo generado por
cada plano cargado en cada una de las zonas. La suma de ambas com-
ponentes nNos proporcionara el campo eléctrico buscado: E = E, + E,

wz>0,y>0:

B L . 0,25~ 0,5-
ElzﬂjYEQZQU—Qi—)ET:——]——Z

N-Cc!
2e0 €0 2¢0 2¢0

10
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7. Un hilo infinito cargado con una densidad A = 2 uC-m~—! se
encuentra situado a lo largo del eje . Si una carga g = —1 uC
esta situada en el punto (0,1,2) m:

a) Calcular el campo eléctrico generado por el cable en di-
cho punto.

b) Calcular la fuerza eléctrica que actua sobre gq.

Solucion

a) El campo eléctrico generado por un hilo cargado a una distancia d del
propio hilo viene dado por la ecuacién (1.10):

. A
E =
(d) 2’/T€0d

U

siendo i el vector unitario perpendicular al hilo que apunta hacia el punto
donde queremos calcular el campo.

El punto (0,1,2) m se encuentra a una distancia d = v/12 + 22 = /5 m del
hilo, y por lo tanto el vector unitario que indica la direccion del campo es

= (j+28) /5.

Con estos datos, el campo se expresa como:

_ A (+2k) - o 1
E(d) = ~ = = 7193,44(5 4+ 2k) V'm
) 21e0v5 Vb U )

b) La fuerza eléctrica sobre la carga ¢ es simplemente el producto del
campo por la carga:

A (F+2Kk)

F=q E(d) = A~ i
q-E(d) L A

= —7,19-1073(5 + 2k) N

n
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12

8. Se situa un electron (m, = 9,1-1073' kg, e = —1,6 - 107 C) a
una cierta distancia por debajo de una lamina horizontal carga-
da con una densidad superficial uniforme o. Se observa que el
electrén queda estacionariamente suspendido por debajo de la
placa. Teniendo en cuenta que el electron tambien esta some-
tido a la accion de la gravedad,

a) Calcule el valor de la densidad de carga o.

b) Si se repite el experimento con una carga positiva de va-
lorg =1 uCymasam = 1-10"16 kg. ;Cuanto vale la
aceleracion de la particula en este caso?

Datos: g = 9,8 m's™2, gg =8,85- 10712 CZ:N—1-m~2,

Solucién

a) El enunciado nos dice que el electrén queda suspendido en equilibrio
por debajo de la placa. En este instante las fuerzas que actuan sobre el
electrén son el peso y la fuerza eléctrica debida a la lamina, que deberan
tener sentido opuesto para que el electron esté en equilibrio. Esto nos
indica que la lamina debe tener carga positiva.

Para calcular su valor, simplemente debemos aplicar la segunda ley de
Newton. En este caso, al conocer el sentido de ambas fuerzas, Unica-
mente debemos exigir que ambos modulos sean iguales, es decir, utili-
zaremos el valor absoluto de la carga del electron. El balance de fuerzas

nos lleva a .
= E = —_—
meg ‘e‘ |6|2€0
y despejamos o
2 _
o= Z20Med g g7.10722 C-m~2

le]

b) Ahora las fuerzas que actlan sobre la particula de masa m = 1-10~6kg
y carga 1 uC llevan el mismo sentido y por lo tanto la aplicacion directa
de la 22 Ley de Newton nos dara el resultado que buscamos

= R o - 5 — -, g 2
> F=mi=p+F.=mj+qE =mg(=j)+a5-(=j)
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o - -
q— —43) = —10,35] m-s~2
i (o g ) (1) = ~1035]

9. Dado un cilindro macizo, infinito y conductor de radio Ry con
densidad de carga +o distribuida uniformemente en la superfi-
cie. Calcule el campo eléctrico en cualquier punto del espacio.

Solucién

El campo alrededor del cilindro macizo depende de la distancia al eje r
y tiene simetria cilindrica. Debemos diferenciar dos regiones: la externa
al cilindro cargado r > Ry la zona interior al cilindro.

» Parar > R podemos hallar el campo eléctrico aplicando el teorema
de Gauss. Para ello tomaremos como superficie Gaussiana un cilin-
dro de radio r y altura L que comparta el eje con el cilindro cargado,
tal y como se muestra en la figura:

qs:jfﬁ-dg’:Q

int
€o

r

Cilindro de Gauss

13
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o2rRL

E(r)2nrL =
€o
By = 22 nct
EoT

« Para r < Rtenemos un campo nulo, E(r) = 0 dado que nos encon-
tramos dentro del cilindro conductor en equilibrio electrostatico y por
lo tanto toda la carga se encuentra sobre la superficie.

10. Un plano infinito se extiende sobre el plano zy y se deposita
sobre este una densidad de carga o; = 5 uC-m~2. Se sitla otro
plano cargado paralelo al primero y 2 m por encima de este. El
segundo plano tiene una densidad de carga o5 = —2 uC-m~—2.
Calcule el campo eléctrico en los puntos A(0,0,-1), B(0,0,0.5) y
C(0,0,3). Las coordenadas estan en metros.

Solucién

Tenemos dos planos paralelos con cargas diferentes. Para poder cal-
cular el campo en los puntos A, B y C tenemos que descomponer el
espacioentreszonas:paraz<0,0<z2<2y2<z.

En cada una de estas zonas tenemos que aplicar el principio de super-
posicidn sabiendo que cada plano genera el siguiente campo eléctrico:
J
El _ ﬁkﬁ Bara z>0
ag
—5kparaz <0
El campo generado por el plano situado en z =2 m es:
-
B, = ﬁkgaraz>2
(o4
—ﬁk para z < 2
Podemos ahora expresar el campo en los tres puntos sin dificultad te-

niendo cuidado en conservar los signos de las densidades de carga o
y o2 a la hora del calculo numérico:

« paraz <0
E="21" %21 1694915 k V-m ™"
260
«paral <z <2
E=2 "2 _ 3954802 k V-m ™!

€0

14
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« paraz>2
o1+ 09 -

E = k=169491,5 k V-m~*
260

11. Consideramos un plano infinito cargado con una densidad de
carga superficial ¢ > 0. Por encima del plano colocamos un ob-
jeto cargado con carga q positiva y masa m. El objeto esta unido
al plano mediante un muelle de constante elastica k. Calcular la
elongacion del muelle en funcion de las constantes del proble-
ma. Considere el efecto de la gravedad en este problema.

) q
jT
o1

tHt+tt+t++ [+++++++ 0

Solucién

El plano produce un campo eléctrico perpendicular a él mismo, en es-
te caso como la particula esta situada por encima del plano, el campo
eléctrico en el punto donde esta situada la particula llevara sentido

E=_——j
260]

Una vez en equilibrio, la carga esta sometida a la fuerza generada por
el campo eléctrico, Fe, a la fuerza de la gravedad, Fy, y a la fuerza recu-
peradora del muelle, F,,, de tal modo que la fuerza neta es nula:

ﬁe+ﬁm+Fg:0%qE—kAx—mg:0
La elongacion del muelle es entonces:
qo mg

PN L
YT %0k K

15
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12. Un cable infinito con densidad de carga uniforme \; =
2 1C-m~! se encuentra situado a lo largo del eje z. Un segundo
cable con densidad A, = —1 uC-m~! se dispone perpendicular-
mente al primero a lo largo del eje z. Hallar el campo eléctrico
en los puntos siguientes:

a) (0,1,0) m.
b) (1,0,1) m.
A1e
172
(70 B « )
al) : :U...
o060 O A2

Observe el lector que en el esquema del problema el sistema de
referencia se ha tomado de tal manera que el sentido positivo
del eje y esta orientado hacia dentro del papel.

Solucién

a) En este problema debemos aplicar el principio de superposicion cal-
culando el campo generado por cada cable por separado.

El campo eléctrico generado por el cable 1 en el punto a) es:

] )\1—3

a

L7 orag?

con df =1 m la distancia del punto a) al cable.
En el punto b) tenemos:
b /\1 e
1= 5wt
2md]

siendo d} = 1 m la distancia del punto b) al cable.

Analizamos ahora el campo creado por el segundo cable dispuesto a lo

largo del gje «:
= Az -

a

2= 27rd§]
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Ao -
k
2mdy

Bl =
condd=1myd,=1m.
Terminamos el calculo sumando las dos contribuciones en cada punto:

Y M = Ay - (2107 1-1076\ - (1-107%\ .., _,
EY — — - = V-m
ond?” * 2mdg’ ( 271 orl )’ or )7

106, .10-6
p_ M oe A 21070 110705

“ond' T 2l orl | orl

13. Dos planos infinitos, cargados homogéneamente con densida-
des superficiales de carga o =4 uC-m=2y gy = 2 uC-m=—2 es-
tan situados paralelamente entre si y separados una distancia
de 1m. Calcular el campo eléctrico creado por esta distribucion
en un punto cualquiera del espacio.

Solucién

Para proceder a la resolucion del problema supondremos que ambos
planos infinitos estan situados de forma paralela al plano zy. De este
modo, puesto que el campo eléctrico generado por un plano infinito lleva
direccion perpendicular al plano que lo genera, podremos considerar
qgue los campos llevan direccion segun el gje z.

También deberemos suponer la posicion relativa de ambos planos, en
este caso consideraremos que el plano 1 esta situado en z = 0y el plano
2 en z =1 m. Sila posicion relativa de los planos cambiase, la forma de
proceder a la resolucion seria analoga aunque cambiarian los resultados
numericos.

Una vez que tenemos planteado el problema, procederemos a su reso-
lucion. Para ello deberemos dividir el espacio en tres regiones:

« 2z < 0. En esta region tanto el campo generado por el plano 1 como
el generado por el plano 2 llevan sentido —k, por lo tanto el campo
eléctrico total sera:

. R 4-100%- 2.10°6-

_oip 02 0"y _ 210775

K=
2e0 2¢eq 2¢e0 2¢e9

Er =FE + B, =

o —6-10"6 -
Br= "0 10N
280

17
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» 0 < z<1m.Enlaregion entre ambos planos los campos generados
por cada uno de ellos llevan sentidos opuestos. De este modo, el
campo FE; tiene sentido +k, mientras que FEs lleva sentido —k.

_ o1 o9 - 4-1076 2.1076 .
Er=E,+Ey=—k— k= _
T 1+ 52 280 250 250 280
_, 21076 _
= O iNe?
2&‘0

» z > 1. En esta region tanto el campo generado por el plano 1 como
el generado por el plano 2 llevan sentido k, por lo tanto el campo
eléctrico total sera el mismo que en la zona z < 0, pero en sentido

opuesto.
- 21076 -
ET:6 0 ENnc!
260

14. Se situa un cable infinito a lo largo del eje z cargado con una
densidad de carga A = —2 uC-m~!. El cable coincide con el eje
de un cilindro hueco infinito de radio R = 10 cm cargado con
una densidad de carga o = 3 uC-m—2. Hallar el campo eléctrico
en los puntos A(0, 5) cm y B(0, 15) cm.

Solucion

18
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Si nos fijamos en los datos del problema, el punto A se encuentra en la
region del espacio que hay entre el cable y el cilindro, por lo que para
calcular el campo eléctrico en este punto unicamente deberemos tener
en cuenta el campo generado por el cable (el campo generado por un
cilindro hueco en su interior es nulo). Por el contrario, el punto B es un
punto exterior al cilindro, y por lo tanto el campo eléctrico sera el resul-
tante de la suma de los campos generados por ambas distribuciones.

Comencemos calculando el campo en el punto A. Para ello aplicaremos
el teorema de Gauss tomando como superficie gaussiana un cilindro de
longitud Ly radio » = 0,05 m cuyo eje coincida con el cable. Por simetria
el campo eléctrico generado por el cable tiene direccion radial y por lo
tanto el flujo eléctrico se produce Unicamente a través de la superficie
lateral de la superficie gaussiana ya que en sus bases el vector E vy el
vector A son perpendiculares y por lo tanto, su producto escalar es nulo.

Teniendo esto en cuenta:
Qint )\L

¢:/E~d§: = —=F2nmrL—~ FE=
S o €0 271’7‘80

Como la densidad de carga del cable es negativa, el campo tendra di-
reccion radial, pero sentido hacia el propio cable:
- AL —2.107C

E(A) = = :
(A) = 5 ¥ = 30,0500

= —719344,38 @, V-m~*

Lo primero que vamos a hacer para obtener el campo en el punto B es
calcular el campo generado por el cilindro (en el apartado anterior ya
hemos obtenido la expresion general del campo generado por el cable)
para un punto externo al propio cilindro. Una vez obtenida la expresion
general, particularizaremos en el punto B.

Procederemos de forma similar al caso anterior, es decir, tomaremos
como superficie gaussiana un cilindro de longitud L y radio r > R.

o o ; 2rRL R
¢:/E'dszqmtzaﬁ — E2nrL — E =22
S €0 €0 T€o

En este caso la carga es positiva y por lo tanto el sentido del campo
eléctrico es radial hacia afuera:

- oR
Ecitindro = — Uy
TEQ
Finalmente procedemos a la suma vectorial de ambos campos en el pun-
to B:

—2.107% . 3.10760,1_

EB:Ecae Eciinro: T T
(B) ble  Beilindro = 5 570 St g U

19
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E(B) = —13792,76 @, V'm

15. Tenemos dos hilos muy largos, paralelos y separados por una
distancia d = 0,2 m tal y como se indica en la figura. Los hilos
son no-conductores y estan cargados con densidades lineales
uniformes A\; =1 uC-m=1ty Ay = —1 uC-m~1,

a) Calcular la expresion del campo eléctrico en el punto
P(1, 0) m indicado en la figura.

b) Una caja cilindrica con su eje coincidiendo con el eje z
encierra parte de los cables cargados (ver figura). Cual es
el valor del flujo eléctrico sobre la superficie de la caja.

z

d/2|d/2

A2 A1

Solucién

a) En la primera parte debemos aplicar el principio de superposicion te-
niendo en cuenta el campo generado por cada uno de los cables infini-
tos:

- - - AL o Xo - 1-107%. —1.1076.
— 7 + 1= 1 2
27‘&'7‘180 27’1’7“280 27‘(0,960 27‘(1,160

E(P) = 3633,05; V'm™*

b) En esta segunda parte calculamos el flujo generado por el campo de
los dos hilos. Para calcular este flujo sin tener que integrar el campo
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usamos la ley de Gauss:

Q ML+ XL
€o B €0

be = =0N-C'm’

16. Un pendulo eléctrico esta constituido por una esfera metalica
de masa m y carga ¢ positiva, colgada de un hilo muy fino de
longitud [ y masa despreciable. Se hace oscilar al péndulo en
una region donde existe un campo eléctrico homogéneo, verti-
cal y orientado de arriba hacia abajo. En este caso se observa
que la esfera efectua 100 oscilaciones en un tiempo t;, mien-
tras que si invertimos el sentido del campo, el péndulo tarda un
tiempo ty > t; en realizar otras 100 oscilaciones.

a) Calcule la intensidad del campo eléctrico.

b) Halle el valor de la constante g de la gravedad en este
experimento.

Ayuda: Periodo del péndulo sometido a una aceleracion vertical
a: T =2my/l/a

Solucién

a) Tenemos dos experimentos donde el periodo de oscilacion del pén-
dulo es distinto. En el caso del péndulo con el campo orientado hacia
abajo, tenemos una aceleracion vertical que es:

F qF
m m

por lo tanto, el tiempo t; se puede expresar en funcion de los datos del
enunciado,

En el segundo experimento, la fuerza eléctrica empuja hacia arriba el
péndulo. Por lo tanto, la aceleracion que este experimenta sera:

F qF
S e

Como consecuencia, el tiempo t, vendra dado por:

l
t = 1007 = 2007, | —
9= "m

21
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Con ambas medidas del tiempo podemos hallar el campo y la constante
g de la gravedad mediante la suma y la diferencia de los cuadrados de
los inversos de ambos tiempos:

112 (4F
2 2 (200m2)l \ m

11 29

272 T 2o

Despejando las dos ecuaciones anteriores tenemos los datos buscados
y la respuesta del apartado b):

(200m)%m (1 1
E="T (2 =
2q 2 t2

g:(z()()7r)21<1+1)

2 2 12

17. Una carcasa metalica neutra de radio interior r; = 10 cm y de
radio exterior r, = 15 cm, encierra una corteza esférica de radio
r. = 5 cm con una densidad de carga o, = 10 uC-m~2. Los
centros de la carcasa y de la corteza coinciden en 0(0,0,0).

a) ¢Cual es la densidad de carga en la superficie interior y
exterior de la carcasa metalica?

b) Hallar el campo eléctrico a lo largo del semi-eje z > 0.

Solucién

a) Para calcular la densidad de carga en las superficies interior y exterior
de la carcasa, lo primero que deberemos tener en cuenta es que al ser
una carcasa conductora, una vez que se alcance el equilibrio electros-
tatico, el campo eléctrico en su interior debera ser 0.

Esto implica que si tomamos una superficie gaussiana de radio r tal que
r; < r < r. la carga encerrada por dicha superficie gaussiana debera
ser nula. Es decir, en la superficie interna (r = r;) debe producirse una
acumulacion de carga negativa que anule la carga que tiene la corteza
esférica, de modo que la carga total sea O.

Qr. +Qr. =0 = Qp, = —Q. — dmr? = —odmr?
2
C

o; = —ac% =-25uCm~
i

2
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Para calcular la densidad de carga en la superficie externa, r., simple-
mente tendremos que tener en cuenta que inicialmente la carcasa no
tenia carga y por lo tanto lo que se produce es una redistribucion de las
cargas libres que hay en el material.

Como consecuencia de esta redistribucion, en la superficie externa r,
se acumulara una carga que anulara la que se ha acumulado en la su-
perficie interna, r;, 0 lo que es lo mismo una carga igual a la que aporta
la corteza esférica. De este modo:

v = Q. — o dnr? = odnr?
c e c e

b) Para calcular el campo eléctrico a lo largo del semi-eje z > 0, debere-
mos aplicar la Ley de Gauss en las 4 regiones en las que la distribucion
de carga divide al semieje. Para todos estos casos la superficie gaussia-
na que debemos tomar es una superficie esférica de centro en el origen
de coordenadas y radio la distancia desde el punto en el que queremos
calcular el campo hasta el origen.

« z < 5cm. En este caso la carga encerrada por la superficie gaussiana
es nula, pues toda la carga esta en la superficie de corteza esférica,
por lo tanto:

Ez<5cm =0 E N'Cil

« 5cm < z < 10 cm. Ahora al aplicar la Ley de Gauss obtenemos que la
carga encerrada en el interior de la superficie gaussiana es la carga
gue hay en la corteza esférica de radio r. = 5 cm y densidad o, =
10 uC m~—2, es decir, ¢ = 47r20. = 0,17 uC, por lo tanto:

106 .
L 01070 o oo

Es cm<z<10cm = 5
4meg z

« 10cm < z < 15 cm. Este caso es extremadamente sencillo, ya que
el campo eléctrico en el interior de un conductor en equilibrio elec-
trostatico tiene que ser 0. Hay que recordar que esta condicion ya la
hemos aplicado en el apartado a) para calcular la densidad de carga
en la superficie interior de la carcasa.

. - .
Lo cm<z<15cm — 0kN-C
« z > 15 cm. Finalmente para puntos externos a la carcasa, la carga

contenida en la superficie gaussiana sera unicamente la que aporta

23
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la corteza esférica, puesto que el enunciado nos dice que la carca-
sa no posee carga. Al introducir la corteza esférica se produce una
redistribucion de las cargas en la carcasa, pero la carga total tiene
que permanecer constante y en este caso la carga inicial era nula.
Teniendo en cuenta todo esto:

q 1 01r-1076 -
E.s150m = ————— ENC!

4reg 22

Finalmente podemos representar graficamente la evolucion del modulo
del campo eléctrico en funcién de z.

©
(=]
—

1,13

E(N-C™1)

,25-10°

1

18. Una carga puntual ¢ se encuentra en el centro de una carcasa
esférica no conductora de radio interior r; y radio exterior r,.
La carcasa tiene una densidad de carga volumétrica p C-m~—3
homogénea repartida en todo su interior. Hallar el campo
eléctrico para todas las distancias r relativas a la carga interior.

Solucién

Es conveniente dividir el problema en tres regiones dependiendo de la
distancia r al centro de la carcasa esférica:

» 0 <r <. Enesta zona solo tenemos el campo generado por la car-
ga puntual ¢:
= q .
El(’r) = Kﬁur

« 7, <71 < r.. En esta region tenemos la superposicion del campo ge-
nerado por la carga puntual y la densidad de carga de la carcasa
homogénea hasta el radio r. Dada la simetria esférica, el campo de-
bido a la parte de la carcasa, Ec(r), se puede hallar aplicando la ley
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de Gauss a una esfera de radio r centrada en el centro de la carcasa.
De este modo

4
L Qume P77 =17)
E.(r)-§ = E.(r) S = Eu(r) dr? = <2t — 23
€0 €0
4 3 3
P L )
¢ 4dmr2eq 3r2gg

Teniendo en cuenta que la direccion del campo es radial y que K =

4736 , la expresion del campo eléctrico generado por la parte de la
0 . . . . . .

corteza incluida en la region de estudio la podremos escribir como:

= pAm(rd — 1) |
E(r) = K24,

Finalmente, el campo total sera la suma de ambos campos:

= pAm(r® —17)
EQ(T) =K 37’2

@ + Kr%ﬁr N-C~!

« 7> 1. TENEemos la suma de los dos campos, el generado por toda
la carcasa y el generado por la carga puntual. Para calcular el cam-
po generado por toda la carcasa, volveremos a aplicar el teorema
de Gauss que nos llevara a una expresion similar a la obtenida en
el apartado anterior para E,(r) siendo esta vez la carga total de Ia
carcasa Qn: = p4/3m(rd —rd):

i

- A (rd —r3 _
AR UL S L

25
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19. Consideramos una corteza esférica (no conductora) de radio
r1 con una densidad de carga o; repartida en su superficie. A
su alrededor colocamos una carcasa esférica conductora de
radio interior ro y de radio exterior r3, de modo que el centro
de la carcasa coincide con el centro de la corteza esférica. El
conductor tiene una carga neutra.

a) Calcular la densidad de carga en la superficie interna y
externa de la carcasa conductora.

b) Calcular el campo eléctrico en funcién de la distancia al
centro del dispositivo.

Solucion

a) Para resolver este problema aplicamos la ley de Gauss a la carcasa
conductora. Consideramos una superficie de Gauss esférica de radio
rq €]ra,r3[y CcON suU centro coincidiendo con el de las otras dos carcasas.
El campo eléctrico en la carcasa es nulo dado que se trata de un material
metalico en equilibrio electrostatico, por lo tanto el flujo también es nulo
y la suma de las cargas en el interior de la superficie gaussiana también
debe serlo:
_ Qint

¢
€0

La carga repartida sobre la cara interior de la carcasa esférica debe anu-
lar la carga de la corteza, es decir:

=0

o1 47rrf = —02471'7‘%

siendo o, la densidad de carga de la superficie interior de la carcasa

metélica. Se obtiene:
2
0'1’1"1
0'2 = — 3
T3
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Para calcular la densidad de carga en la superficie externa de la carcasa
deberemos tener en cuenta que la carcasa metalica es neutra, y por
lo tanto la suma de las cargas acumuladas en las superficies externa e
interna deben anularse:

04Ty = —o3dmra

A su vez podemos expresar la densidad de carga de la superficie externa
de la carcasa, o3 con la densidad de carga de la corteza esférica del
enunciado, o:

0'27“% o 0'17‘%

0’3 = — =
2 2
T3 T3

b) Para el célculo del campo, debemos dividir el espacio en distintas
zonas:

« 0 <r < rq.Basta con aplicar el teorema de Gauss a una esfera cen-
trada en el origen con un radio inferior a r;. Al tener toda la carga
distribuida a lo largo de la superficie de la esfera, la carga encerrada
por la superficie gaussiana sera 0 y por lo tanto el campo eléctrico
nulo, E(r) = 0 i,.

« 71 <71 < 1o.Dadala simetria esférica del problema, el campo es equi-
valente al de una carga puntual con carga Q = oy4nr?:

E(r) = KQ* SAVA e

« 7o <1 < r3. El cCampo eléctrico es nulo al ser un material conductor
en equilibrio electrostatico.

« 73 < r. De nuevo encontramos el campo de una carga puntual situada
en el origen de coordenadas:

Blr) = Ii—Qa’TVm !

20. Tenemos un cilindro macizo de base Sy altura h. Depositamos
en su interior una carga @ = 2 uC.

a) Calcular el flujo del campo sobre las paredes del cilindro.

Afadimos un campo externo uniforme E = 10k V-m~! pa-
ralelo al eje axial del cilindro.

b) Calcule de nuevo el flujo sobre las paredes del cilindro.

27
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Solucién

a) La primera pregunta es una aplicacion directa de la ley de Gauss:

in 21076
Qi _ v
€0 €0

¢

b) El campo adicional no modifica el flujo total del campo sobre las pare-
des. Aunque puede cambiar el valor del campo en todos los puntos del
cilindro, no va a haber modificacion del flujo. Este flujo depende de las
cargas en el interior de la superficie y la presencia del campo eléctrico
adicional no modifica el valor total de la carga, dependiendo del material,
podra modificar su distribucion, pero nunca su valor.

21. Disponemos de dos semiaros con densidad de carga A repar-
tida uniformemente. Uno de los semiaros se encuentra en el
semiplano xzy para y < 0y con su centro en el origen. El otro
semiaro se encuentra en el semiplano zz con z > 0y su centro
también coincide con el origen. Ambos semiaros tienen radio
a. Calcular el campo eléctrico producido por los semiaros en el
origen.

Solucién

El campo eléctrico se obtiene sumando vectorialmente los campos eléc-
tricos generados por cada uno de los semiaros. Procedemos a calcular
el campo eléctrico que genera el semiaro situado en el plano zy. Una vez
calculado este campo, el generado por el semiaro situado en el plano zz
sera automatico.

El campo generado por un elemento diferencial de longitud del semiaro

28
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(dl = adb) es:
" quﬁ

aB = 11 KAdlﬁ:K)\adQﬁ

2

a a? a

Una vez conocido dE, deberemos integrar a todo el semiaro.

Para resolver esta integral, lo primero que hacemos es descomponer el
campo eléctrico en sus componentes x € y. Si nos fijamos en el siguien-
te dibujo, observamos que la Unica componente del campo que no se
anula es la componente y mientras que la componente x se anula por
simetria (todo elemento diferencial del semiaro, dl;, tiene otro simétrico,
dl2, que genera un campo cuya componente z anula la contribucion del
primero). Procediendo de forma analoga para el semiaro en el plano xz
obtendremos que el campo eléctrico generado Unicamente tiene com-
ponente z.

T

Procedamos a calcular analiticamente el valor de las componentes. Aun-
que anteriormente ya hemos indicado que la componente = de nuestro
campo se anula por simetria, a continuacion también haremos el desa-
rrollo matematico para comprobar que nuestra intuicion coincide con las
matematicas. La componente segun el eje y del campo se escribe como:

KXadf
—F— S€

ne
a2

dE, =

Integrando para todos los elementos obtenemos el campo:

B _ sen 0K \adf _ Q [~ cos O] = 2K\
Y o 2 a 0

a a

La componente segun el eje = del campo se escribe como:

KXadf
= ———co

s6
a2

dE,
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Integrando para todos los elementos obtenemos el campo:

g K K
B, :/ cos 2/\ad9 _ 7)\ lsen 9]3 —0
0 a a

Por lo tanto el campo generado por este semiaro en el origen es:

- 2K\ -
Emy = J

a

Procediendo de forma analoga, el campo generado por el otro semiaro
tendra la misma magnitud pero con una orientacion diferente:

5 2K\ -
Emz = - k
a
El campo total es la suma de ambos:
- - 2KA- 2K\
Ewy +Exz = a J— k

a

22. Disponemos de un semiaro de radio a con densidad lineal de
carga A no uniforme:

A(0) =1-10"%cos?(9) C-m~*
Calcular el campo eléctrico en el origen.

Yy

™
v

Ayuda: fijense que la distribucion de carga es simétrica con res-
pecto al eje x.

Solucién

El campo eléctrico se puede calcular facilmente con la observacion de
la simetria con respecto al eje x de la distribucion de carga. Esto significa
que la componente y del campo va a desaparecer dado que los campos
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debidos a elementos de longitud simétricos respecto del eje x tendran
la suma de sus componentes y nula. Con esto en mente, nos podemos
centrar en la componente x del campo eléctrico:

. /2 -
E.(0) =— Ka(9) cos(#)do:
0 a

2

Es la resultante de la proyeccion sobre el eje x del campo generado de
cadatrozo de aro sumados a lo largo del aro. Notando que la distribucion
es simétrica con respecto al eje y podemos integrar para la mitad de los
angulos 6 y multiplicamos por dos el resultado. Resolvemos:

™2 ). 1076

. i
Ey(0) = -2 ————cos*(0)dfii, = —K - 1070 i
0

siendo la integral

31






2 POTENCIAL

2.1 Ecuaciones relevantes.

« Diferencia de potencial.
La fuerza eléctrica es una fuerza conservativa y por lo tanto debe exis-
tir una funcion energia potencial U asociada a ella. La relacion entre la
energia potencial y la fuerza eléctrica viene dada por el hecho de que
cuando la particula sobre la que se aplica la fuerza conservativa F sufre
un desplazamiento dl la particula experimenta una variacién de su energia
potencial:

dU = —F -dl (2.)
Si se considera que la fuerza ejercida por un campo eléctrico sobre una
carga q es I' = gF, obtenemos que

dU = —qE -dl (2.2)

Aplicando la ecuacién anterior a la carga testigo go, obtenemos dU = —qOE-
di . La variacion de energia potencial por unidad de carga se denomina
diferencia de potencial dV:

_W o Boar (2.3)
q0

Para un desplazamiento finito desde el punto a al punto b, la variacion de
potencial es

dav

b
Av:vz,—va:ﬂ:—/ E-dl (2.4)
qo0 a

y su unidad en el sistema internacional es el Voltio [V].
Aplicando la ecuacién (2.4) al caso de cargas puntuales, se obtiene:

V(r) = Kg + Vo (2.5)

donde V; es el valor de la funcion en un punto arbitrario que se toma como
referencia. En el caso de la carga puntual se toma como punto de referen-
cia el infinito para el cual V, = 0. De este modo la ecuacion (2.5) queda

Vir) = K% (2.6)
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Aplicando el principio de superposicion, el potencial eléctrico para una
distribucion de cargas puntuales es:

_ qi
V(r) = ;KTT (2.7)

Potencial debido a una distribucion continua de carga.
En este caso, procederemos a integrar sobre todo el volumen del objeto
el potencial generado por el diferencia de carga dq:

V(r)= /V K% (2.8)

Si la distribucion de carga es infinita nos impide considerar que el poten-
cial en elinfinito es cero y deberemos asignar un valor arbitrario a un punto
cualquiera del espacio.

Relacion entre el campo eléctrico y el potencial.
E(r) = —grad V(r) = =VV(r) (2.9)

donde el operador V toma diferentes expresiones dependiendo de sis-
tema de coordenadas que utilicemos. En nuestro caso y por simplicidad
utilizaremos coordenadas cartesianas, en cuyo caso:

> d- 0- 0 -

Energia Potencial de distribuciones de cargas.
Sean dos cargas ¢; Y ¢z separadas una distacia d la energia potencial aso-
ciada a la distribucion formada por ambas cargas es

U= K% (2.11)
Si tenemos una distribucion de varias cargas puntuales la energia poten-
cial total sera:

1
U= §qu (2.12)

donde V; es el potencial eléctrico en el punto donde esta situada la carga
q; generado por todas las cargas a excepcion de la carga g;.

Trabajo.

El trabajo realizado por el campo eléctrico cuando una particula de carga
qo Se desplaza entre dos puntos 7, y 75, |0 podemos calcular directamente
aplicando su definicion:
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’f“b R o Ty . o
W= Fe-dl:/ GE, - di (2.13)

Sin embargo, teniendo en cuenta la relacién (2.4), el trabajo lo podremos
poner en funcién de la energia potencial:

W = —qAV = -AU (2.14)

2.2 Ejercicios

1. El electron-voltio es el trabajo necesario para mover a un elec-
trén de un punto con potencial de 0 V a un punto con potencial
de 1V. Calcular el trabajo en Julios.

Solucién

W=—qAV = —(-1,6 1071V =1,6 10" J
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2. Se dispone de dos cargas ¢ Y ¢ Situadas sobre el eje y a una
distancia d del eje z tal y como se muestra en la figura:

Y

q1 @

@ e

a) Calcular el campo eléctrico en cualquier punto del eje z.

b) Consideramos ahora ¢ = 1 nCy g =2 nC, d = 10 cm,
calcular el potencial en los puntos (2,0) cm y (0,0) cm.

c) Calculareltrabajo necesario para mover una cargade1nC
del punto (2,0) cm hasta el punto (0,0) cm.

Solucién

a) Para calcular el campo que se nos pide debemos superponer el cam-
po generado por cada una de las cargas en un punto del eje x:
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= q1 — -1
qu = Kd2 +x2u1 V-m

con el vector unitario: @; = f% y

E,=K—2 iVvm!

d? 4 x2

mﬂ-di
ViTa?
El campo generado en cualquier punto del eje es:

con el vector unitario: @y =

—

E=FE, +E, = gt aeuz

d2 +$2
Podemos presentar el resultado con su descomposicion en cada eje:

1 - - -
)32 (z(q1 + q2)i +d(g2 — q1)j) V'm !

E=K——
(d + 22

b) El célculo del potencial en los puntos (2,0) cm y en (0,0) cm supone
también aplicar el principio de superposicion:

q1 q2 Q1+ g2
V(2,0) =K + K =K =264,7V
2,0 1/0,022 + ¢2 4/0,022 + (2 4/0,022 + ¢2
q1 q2 q1 +q2

V(0,0) K¢d7+K¢d7 K 7
c) Para calcular el trabajo necesario para desplazar una carga de 1 nC
entre los puntos (2,0) cm y (0,0) cm podriamos aplicar directamente
W = f((QO,bO)) F-dl, donde di'seria el diferencial de desplazamiento a lo largo
de la trayectoria entre ambos puntos. Sin embargo, y aprovechando que
el campo eléctrico es un campo conservativo, podemos aplicar W, =
—AU = —¢AV, de este modo tenemos:

=270V

W, = —q(V(0,0) — V(2,0)) = —1-1072(270 — 264,7) = —5,3-107° J

El hecho de que el trabajo realizado por el campo eléctrico sea negativo
nos indica que la particula no realizard este movimiento de forma es-
pontanea y que tendremos que ser nosotros, desde el exterior, los que
aportemos esa energia. Por |o tanto, el trabajo necesario sera el opuesto
del trabajo realizado por el campo eléctrico: W =5,3-107° J.

37



MATERIAL DOCENTE

3. Sedisponen 3 cargasdevalorg; = —1 uC,q2 =2 uCyqgs =1 uC
segun la distribucion que se muestra en la figura siguiente:

)
y (m)b____ @
2m : 2m
a1 60° i ‘q;-;
_0’ 1 2 z (m)

a) Calcular la fuerza eléctrica que actla sobre gs.

b) La energia almacenada por el sistema de cargas.

Solucién

a) Calculamos la fuerza sobre la carga ¢ mediante la Ley de Coulomb y
aplicando el principio de superposicion:
Fhy
y (m) 4>

Fio AN

/7 \

U2 U32
% 60° 60°\ q3
0 1 2 x (m)

Los vectores unitarios de la figura anterior se descomponen usando el
angulo que forman con la horizontal:

- . - 1—» 3_,

12 = C0S(60)i + sin(60);) = 3+ %j
- . - 1—» -
Uz = — C0S(60)i + sin(60)j = -5 ; \gj
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= 9192 - 4392 qg (1= V3= q3q2 1- V3-
Fo = K i b K2 ey = I 5 (2” 2J> i (2” 5

Fy=—-45-10"%N
b) La energia almacenada en el sistema de cargas se puede calcular

usando los potenciales generados en el lugar donde esta situada cada
una de las cargas:

v, = K% +K%3 = 13500 V

g4 B _
Vi =K + K2 =0V

q1 q2
Vo, = K=+ K= =4500V
q3 d =+ d
Calculamos ahora la energia electrostatica del sistema:

1 1 _
U= 5 ;ql‘/;ll = 5 ((Iﬂ/;h +q2qu + Q3V:13) =-4,5-10 s J

4. Cinco cargas negativas idénticas de valor -10 uC, estan igual-
mente espaciadas en un semicirculo de radio 2 m, de manera
que dos de ellas estan en los extremos del semicirculo.

L3

1Ot

a) Calcule el campo eléctrico generado por esta distribucion
de carga en el centro del semicirculo.

A continuacioén, las cargas 2 y 4 (ver figura) cambian de
signo y modifican su posicion a lo largo del borde del se-
micirculo, de modo que el campo eléctrico en el centro del
semicirculo pasa a ser nulo. Obtenga:

b) La nueva posicion de ambas particulas.

c) El trabajo realizado por el campo eléctrico para traer un
electron desde el infinito hasta el centro del semicirculo.
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Solucién

a) El campo en el centro del semicirculo es la superposicion de los cam-
pos generados por las 5 cargas. Es recomendable realizar un esquema
del problema en el que se vean los campos eléctricos generados por las
distintas cargas de modo que nos permita entender mejor el problema.

Una vez que tenemos el esquema del problema, procedemos a realizar
la suma vectorial de los campos eléctricos. Para ello nos aprovecha-
remos del esquema realizado y al conocer el sentido de cada campo
podremos trabajar con el médulo de la carga.

o lnl= lasl- el g2 |g3] -
E(0,0) = K i = Kppi + Kty + K giia + K- j
conlos vectores unitarios: iy = cos(r/4)i+sin(w/4)j y iy = — cos(n/4)i+

sm(7r/4) Congqy =q» =q3 =q4 = q5 = q = —10 uC, la resultante es:
o ‘C]| = - _
E(0,0) = Ky (1+ V2)j = 54319,8] V-m™*
b) Para encontrar la nueva distribucion de cargas conviene dibujar una

distribucion ficticia tal que la suma hipotética de los campos en el centro
del semicirculo sea cero.

Podemos ver inmediatamente que el campo resultante de las cargas 1
y 5 es nulo. Otra hipodtesis razonable de cara al calculo es asumir que
la distribucidon se mantiene simétrica con respecto al eje y marcado en

40



2 POTENCIAL

la figura, esto nos indica que las componentes segun el eje = de las
cargas 2 y 4 también se anulan, dejando Unicamente una componente
segun el gje y. Finalmente, la suma de estas componentes mas el campo
generado por la particula 3 debe ser nula en el punto que se nos pide.

L3

Siendo ¢’ = 10 uC la carga de 2 y 4, las componentes segun el eje y de
campo de las dos cargas son:

o Kq/ -
EY = — gz Sinaj
_, Kq’ -
Ej =— 72 sinay
El campo de la carga 3 en el centro del circulo es:
= _ Klg -
E3 = 2 J

El problema consiste ahora en calcular el angulo « para obtener un cam-
po nulo en el centro:

Kq' . Klq|
—2 R2 SlnaJr?:O
2sina =1

la solucién siendo: « = /6 rad.

c) Para resolver este apartado lo primero que debemos hacer es calcular
el potencial en el centro del semicirculo:
Kq K¢ Kgq
V(0,0) =3— 42— = — = —45000 V
(0,0) 7 T2 g 7
El trabajo realizado por el campo eléctrico para traer el electrén desde
el infinito hasta este punto vendra dado por:
Kq

We=—-AU = —e- AV = —¢(V(0,0) — V) = —e(V(0,0) — 0) = _ef
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We=-72-10"1J

5. Entres vértices de un cuadrado de 1 m de lado se situan cargas
de 10 uC cada una (ver figura). Calcule:

a) El campo eléctrico en el cuarto vértice y la fuerza que ex-
perimentara un electron cuando lo situemos en dicho vér-
tice.

b) El trabajo que realizara el campo eléctrico para llevar el
electron desde este vértice hasta el centro del cuadrado
en presencia de las otras tres. ¢Sera espontaneo el movi-
miento?

q3

Solucién

a) Para calcular el campo eléctrico aplicamos el principio de superpo-
sicion calculando primero el campo debido a cada carga en el cuarto
vértice del cuadrado:

= _KQI—.'
1= 7'% 1
3 Kqz -
Ey=—=]
T2
- Kgit+j
3

siendo g1 = qo = q3 =10 uC, r1 = ra Y r5 = V/2r1.
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El campo total se obtiene mediante la suma vectorial de los campos an-
teriores:

L L L L Kq [142V2. 1+42V2-
Er(1,1) = E; + Es + E5 = i+
(L) =B+ Bp+ By = =3 ( 22 202

Ep(1,1) = 1218197 + 1218195 V-m™*
La fuerza que se ejerce sobre un electron en este punto es

= = Kaq 1+2\[—.* 1 +2\@—3 14,7,
F=cEr=e i+ =-1,95-10 i+ 7)N
™ ( 22 2v2 7 (i)

b) Para calcular el trabajo realizado por el campo eléctrico para desplazar
el electron desde el cuarto vértice hasta el centro del cuadrado, necesi-
tamos calcular los potenciales eléctricos en estos puntos. Para simplifi-
car la notacion consideraremos ¢ =g =q3=¢q, 11 =179 =d=1m

vi,1) =2k x4 —

243639,61 V
d dv/2

Calcular el potencial eléctrico en el centro del cuadrado es alin mas sen-
cillo, puesto que la distancia entre las cargas y el centro es la misma para
todas ellas d’ = v/2/2m. De este modo,

q 2q
V(0,5;0,5) =3K+~ =3K—~= =
(a7 7) d, \/i

Teniendo en cuenta que W = —AU = —eAV, obtenemos:

381837,66 V
2q q q)
W =—e(V(0,5,0,5) — V(1;1)) = —e 3Kk —— — 2K~ - K—1_
(V(05:05) - V(1:1)) =~ (35 2 - 2K - -1
W =221-1071"J

Como el trabajo realizado por el campo eléctrico tiene signo positivo nos
indica que el movimiento del electron habra sido espontaneo.
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a4

6. Dada la configuracion espacial de cargas que se presenta en la
siguiente figura. Razone las siguientes afirmaciones:

Ly
—2q i +2¢
® : @
. d ,
O
+q —q
@ ; @

a) El campo eléctrico en el punto (0,0) es nulo.
b) El potencial eléctrico en el punto (0,0) es nulo.

¢) Siintroducimos un electron en el punto (0,0) la fuerza que
actuara sobre él llevara sentido —:

Solucién

Para resolver las cuestiones a) y c) lo mas sencillo es hacer un dibujo
esquematico del problema en el que representemos el campo eléctrico
generado por cada carga. Dado que la distancia de las cargas al ori-
gen es la misma para todas, los campos generados seran directamente
proporcionales al valor de las cargas. De este modo |Eiqq| = 2|E4]
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a) Falsa. Si hacemos la suma vectorial de todos los campos eléctricos
de la figura se observa que el campo resultante lleva direccion —i.

b) Verdadera. Para calcular el potencial en el origen de coordenadas
debemos hacer la suma de los potenciales generados por cada una de
las cargas.

—2q q —q
+K +K +K =0
dv/2 dv/2 dv2 dv/2
c)Falsa. Si como hemos dicho en el apartado a) el campo eléctrico lle-
va sentido —i, la fuerza eléctrica que actuara sobre un electrén llevara
sentido 7, puesto que la carga del electron es negativa.

7. Una particula con carga ¢ = 1 uC, masam = 1-10"13 kg y con
velocidad @, = 10* 7 m's~! entra en z = 0 en una zona con
campo eléctrico uniforme E = —107 V-m. ¢En qué punto del eje
x la particula se detendra y dara la vuelta?

Solucién

Una forma de resolver este problema es aplicando conceptos energeé-
ticos. De este modo, si aplicamos el teorema de la energia cinética o
teorema de las fuerzas vivas obtenemos:

1
We=AE.=0— §mv§
Al ser un campo uniforme podemos calcular el trabajo:

W, =1-qE = (25 — ;)i - qE = —zrqF
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Siendo [ = (z; — ;)7 la longitud del trayecto realizado en el campo eléc-
trico. Igualando las dos ecuaciones anteriores se obtiene:

2
mug

xp=—>=05m
f 2Eq Y

Como el enunciado nos dice que consideremos z; = 0, la particula se

parara en el punto x5 = 0,5 m.

Otra forma de resolver este problema utilizando conceptos energéticos
seria aplicar el teorema de conservacion de la energia, ya que sabemos
que el campo electrostatico es conservativo:

1 1
Eozimvg-l-qvo:Ef:O"'qu_)5mv8:q(vf_vo):qu

En este caso la relacion entre AV y E es muy sencilla:

zr Zf =
AV:—/ E~da‘:’:—/ 107 d7 = 10(z; — ;)

i i

Sustituyendo su expresion en la ecuacion anterior:

1
gmvg = qAV = q10(zy — z;)

que nos lleva a la solucién obtenida anteriormente.

Finalmente, también podriamos haber aplicado conceptos de cinemati-
ca. Al entrar en la region donde hay campo eléctrico este genera sobre
la particula una aceleracion que la frena:

qE qF -
i
m m

a:

Teniendo en cuenta esta aceleracion, podemos calcular el tiempo que
tardara la particula en detenerse:
. I, qF mug
vr=0=vp+atr >0=vg— —tr >tr=——
f 0 f CH—" f aE
Con este tiempo y la ecuacion del movimiento uniformemente acelerado
podemos calcular el espacio recorrido por la particula hasta detenerse:

mv¢  1qE (mug 2 ol
qF - 2qFE
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Volviendo a obtener la misma solucién.

8. Tenemos tres cargas puntuales ¢; = —15 uC, g2 = =15 uC y g3
de valor desconocido, situadas respectivamente en los puntos
(0, -6), (0, 8) y (-6, 8), estando las coordenadas en metros. Sa-
biendo que el potencial eléctrico en el origen de coordenadas
es nulo, calcule:

a) El valor de g3 y el campo eléctrico en el origen.

b) Eltrabajo realizado por el campo eléctrico para llevar una
carga de 1 nC desde el origen de coordenadas hasta el
punto (-6,0).

Solucién

En este tipo de problemas la realizacion de un esquema en el que si-
tuemos las cargas en sus posiciones y dibujemos el campo eléctrico
gue genera cada una de las cargas en los puntos que se nos indique
el enunciado, nos facilitara tanto la solucién como la comprension del
problema.

En este caso hemos dibujado los campos generados por las cargas ¢;
Yy g2 en el origen de coordenadas y la recta sobre la que se situara el
campo generado por gz (de momento no conocemos su signo y por lo
tanto no podemos saber su sentido).

43 Qpeeeemmmmmmnees q2 = —15uC
8m§ y
i _|E
L 6m N7
i B
6 m: !
; w .
boooomseeeeees Q1= —15 uC

a) Puesto que el potencial en el origen es nulo, podemos obtener el valor

a7
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de la carga g3, sin mas que exigir esta condicion:

=0= =K K K%
V(0,00=0=Vi+Va+V; 6+ 8+ 0

—15-1079 N —15-1076 ¢4
6 8 10

V(0,0)zO:K(

175
g5 =~ 1076 = 43,75 uC

Una vez que tenemos el valor de g3, podemos completar el esquema
dibujando el campo eléctrico generado por esta carga (Es).

Para calcular el campo eléctrico total deberemos realizar la suma vec-
torial de los tres campos. Mediante el esquema podemos deducir que
el vector unitario de E5 es i3 = (0,6?— 0,8]), simplemente aplicando la
definicion de vector unitario o haciendo uso de sus cosenos directores.
Por lo tanto, el campo que se nos pide sera:

= 5 2 oo —15-107% - -15-1076¢ .
Er=E1+FE+E;3=K R J+K 2 (=9)
43,75-107% . -
+K—————(0,6i,-0,87) =

102

Er = 23625 — 4790,625j N-C™*

b) Para esta segunda pregunta necesitamos el valor del potencial en el
punto (—6,0):

T 43
V(-6,0) =K +K =19808,8 V
( ) V6% + 62 \/62 + 82

Si ahora aplicamos la ecuacion (2.14) obtenemos el trabajo que se nos
pide:

W, = —qAV = —q(V(—6,0) — V(0,0)) = —1-10?(19808,8 — 0)

W,=1,98-10"°J
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9. Se disponen 3 cargas puntuales situadas en el plano zy tal y
como se indica en la figura siguiente.
Calcule el potencial en el centro del triangulo equilatero forma-
do por las tres cargas (punto A), y en el punto medio de la base
del triangulo (punto B).

Solucién

a) El potencial en el centro del tridngulo se calcula facilimente si observa-
mos que el centro es equidistante a las cargas. Por lo tanto, si definimos
d, como la distancia del centro a las cargas, obtenemos:

q q 9 -4
V(A)=3K— =3K N
) dy dv3/3 V3 d
En el punto B el calculo del potencial es también inmediato, solo nece-
sitamos calcular la altura h del triangulo:
2

q q q q q
B)=2K—+4+K-=4K-+K— = (4+ — | K=
V) =2 g R = R R s ( +¢§> d

10. Se dispone un plano infinito situado en el plano (O, z,y) con
una densidad de carga de superficie o uniforme. Se desplaza
una particula desde el punto (0,0,-1) m hasta el punto (0,0,1) m
(puede eventualmente atravesar el plano). ;Cual es la energia
total necesaria en el proceso?

Solucion

En este problema tenemos una simetria del campo eléctrico con respec-
to al plano. Los campos eléctricos a un lado y otro del plano, tienen el
mismo maodulo pero sentidos opuestos. Una consecuencia de este he-
cho, es que si realizamos un trabajo para acercar la particula hasta el
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plano desde el punto (0,0,-1), tendremos el trabajo opuesto al mover la
particula desde el plano hasta el punto (0,0,1). Sumando las dos partes
obtenemos un trabajo globalmente nulo al mover la particula de un punto
al otro por este juego de simetria.

11. Una carga puntual de valor ¢ = 1 uC se encuentra en el centro
de una corteza cargada de radio R = 10 cm y de carga total
Q@ = 3 puC. A continuacion, dicha carga se desplaza 1 cm con
respecto al centro.

a) ¢Cual es el trabajo realizado sobre la carga?

b) ¢Cuanto vale el flujo del campo eléctrico a través de una
esfera de radio R, = 15 cm concéntrica con la carcasa
antes y después del desplazamiento?

Solucién

a) Para calcular el trabajo realizado por el campo eléctrico lo mas sencillo
es aplicar W = —¢AV.

Sin embargo, en este caso, el campo en el interior de la corteza es nulo
(simplemente hay que aplicar la Ley de Gauss tomando una superficie
gaussiana esférica de centro el centro de la esfera y comprobar que
Gint = 0)

Si el campo eléctrico es nulo eso implica AV = — [ E - dr = 0 — V=cte
— W=0 J.

b) El flujo eléctrico a través de una superficie es independiente de donde
estén situadas las cargas internas, solo depende de la suma algebraica
de dichas cargas, por lo tanto:

Q+q _4-107°
o o o

= 451977,4 V-m

¢e:
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12. Disponemos de una particula de carga ¢ = 1 uC y masa m =
1-107% kg a 1 m de un plano infinito cargado con una densi-
dad de carga uniforme o = —10x C-m~2. Si en el instante t = 0,
se deja a la particula, inicialmente en reposo, evolucionar libre-
mente despreciando los efectos de la gravedad, responda a las
siguientes preguntas:

a) ¢A qué distancia del plano la particula habra adquirido una
energia cinética de 100 mJ?

b) ¢Cual es la velocidad en este punto concreto?

Solucién

a) El campo eléctrico generado por el plano es uniforme, perpendicular
al plano y su modulo viene dado por la expresion:

lol

E = V-m~!

260
En este caso, como la carga de la particula es positiva y la densidad
de carga del plano es negativa, el campo eléctrico ejercera una fuerza
de atraccidn sobre la particula, independientemente de si la particula se
encuentra por encima o por debajo del plano.

Como la unica fuerza que esta actuando es la fuerza eléctrica, la ener-
gia adquirida por la particula se correspondera con el trabajo realizado
por la fuerza eléctrica durante la distancia d, y puesto que la fuerza es
constante en todo el espacio y perpendicular al plano podemos escribir:

W=F.d=Fd=100mJ
Despejando la distancia, obtenemos

100-1073  100-1073 1001073
F qFE 1-10-%|0|/(2e0)

Como lo que nos piden es la distancia al plano y puesto que la particula
estaba inicialmente a 1 metro del plano y se ha acercado, el resultado
final sera:

dy=1-0,177=10,823 m

b) La velocidad en este instante vendra dada por:

\/ZE 2.100-10-3
v —

06 = 44721 m-s~?
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13. Un plano infinito vertical yz, esta cargado con una densidad su-
perficial de carga o positiva. A un metro del plano, en la zona
x > 0, tenemos un objeto de masa m con una carga g positiva.
En un instante dado soltamos el objeto sin velocidad inicial:

a) Calcular las fuerzas que actuan sobre el objeto y el médulo
de cada una de ellas.

b) Determinar el tipo de movimiento del objeto y calcular su
aceleracion si la tuviera.

Datos: 0 =85 C:m~2,m=0,3kg,¢q=1C, g =10 m-s~2.

Solucién

a) El plano infinito genera un campo eléctrico uniforme en la zona donde
se encuentra el objeto, por lo tanto la fuerza que experimentara dicho
objeto debida a este campo sera:

Fp = qﬁ: qi;:ZﬁN
280

Por otro lado, el objeto tiene una masa m, por lo que la fuerza gravitatoria
vendra dada por:

—

Fy=—-mgj=-3jN
b) Al ser fuerzas constantes, tenemos una aceleracion constante:

Fr F, 40- _ -
=2+ =710 ms2
m m 3

y por lo tanto el objeto describira un movimiento rectilineo uniformemen-
te acelerado.

14. Dado un cilindro macizo, infinito y conductor de radio Ry con
densidad de carga +o distribuida uniformemente en la superfi-
cie. Calcule el potencial eléctrico en cualquier punto del espacio
si consideramos V(2R) = 0.

Solucién

En este problema se asume la expresion del campo eléctrico E(r) =
oR/eorii, parar > Ry E(r) = 0 para r < R. Esta formula se ha obtenido
en el ejercicio 9 del capitulo 1.
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r

Cilindro de Gauss

\:?/

Para calcular el potencial eléctrico deberemos tener en cuenta las dos
regiones en las que queda dividido el espacio.

« para r > R el potencial se puede hallar usando directamente la de-
finicion de diferencia de potencial dV = —E - dl y considerando la
expresion del campo eléctrico generado por un hilo infinito visto en
el capitulo anterior.

V(r) - V(2R) = f/r E(r).df/; oR [aRlnr]"

R €07 €0

2R 2R

ocR, 2R

V(r)—V(2R)= —In—

(r) = V(2R) =" =In =

Es decir tenemos:
R 2R
V(r) = in =t parar > R

€0 r

« parar < R deberemos aplicar el hecho de que el campo eléctrico en
el interior del cilindro es nulo, puesto que el enunciado nos dice que
el cilindro es conductor, lo que implica que el potencial en esta region
toma un valor constante para cualquier punto. Para calcular este va-
lor constante aplicaremos la continuidad de la funcion potencial en
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la superficie de separacion del cilindro. Con todo ello obtenemos

ocR
Vir)=—In—=—1In2parar <R
(r) s parar <

0 R 2R 3R 4R
T

15. Hallar el campo eléctrico asociado a las siguientes funciones
potencial eléctrico:

« Vi(z,y,2) = 2y +yz.

x

- Va(z,y,2) = 2%yz + yze ™.

Solucién

Para hallar el campo eléctrico asociado a la funcion potencial eléctrico
deberemos calcular menos el gradiente de la correspondiente funcion
potencial.

. - ov- V- oV
B —aradv —— (V7 0V OV
gradV (8ml+8y‘7+8zz>

De este modo obtenemos:

—

E=— (2;1:@/7—1— (2% +2)] + yé’)

—

Ey = — (2zyz — yze ) i— (222 + 2 %)] — (22 + ye Ok
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16. Disponemos de dos semiaros con densidad de carga A repar-
tida uniformemente. Uno de los semiaros se encuentra en el
semiplano xzy para y < 0y con su centro en el origen. El otro
semiaro se encuentra en el semiplano zz con z > 0y su centro
también coincide con el origen. Ambos semiaros tienen radio a.
Calcule el potencial producido por los semiaros en el origen.

Solucién

Para resolver el problema debemos tratar los dos semiaros por separa-
do. Primero consideramos el semiaro situado en el plano xy. Para encon-
trar el potencial en el origen de coordenadas consideramos un pequeno
trozo del aro de longitud adf siendo df el diferencial de angulo. Este ele-
mento contiene una carga dq = Aadf. El potencial en el origen se puede
calcular integrando todas las contribuciones dV = Kdq/a:

V1:/ qu:/ KA“dasz
0 a 0 a

La contribucion del otro semiaro es idéntica siendo el potencial total:

Vi+ Ve =2Km)
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17. Una esfera conductora de radio R = 1 m se encuentra cargada
con una densidad superficial de carga o = % C-m~2. Dispo-
nemos de una carga puntual ¢ = 1 C que podemos desplazar a
nuestro antojo. Calcular el trabajo realizado por el campo eléc-
trico en los siguientes desplazamientos:

a) Movemos la cargade r = 0 cm ar = 3 cm dentro de la
esfera, siendo r la distancia al centro de la esfera.

b) Alejamos la carga de r = 1 m hasta una distancia de r =
2 m, siendo r la distancia al centro de la esfera.

c) Damos una vuelta completa a la esfera con la carga.

Solucién

a) En el interior de un conductor en equilibrio el campo eléctrico es nu-
lo, por lo tanto el trabajo de mover la carga es nulo al no haber fuerza
electrostatica sobre la carga puntual.

b) En esta segunda situacion el campo eléctrico lo genera la esfera car-
gada, por lo tanto, tenemos un potencial eléctrico similar al potencial ge-
nerado por una carga puntual situada en el centro de la esfera y de valor
Q = 47R%c = 1-107% C. El potencial eléctrico es entonces: V(r) = KQ/r
V.

Eltrabajo realizado por el campo eléctrico para alejar la carga a un metro
de la esfera es:
KQ KQ

AW = —qAV = —q(V(2) = V(1)) = —¢ <2 - 1) = 4500 J

Conviene aqui hacer un comentario acerca de la distribucion de carga
sobre la esfera conductora. Hemos asumido que las cargas de la esfera
no se mueven al acercar una carga q. Sin embargo, al acercar la carga
g hacia la superficie conductora, las cargas de la esfera experimentaran
una fuerza que aumentara conforme nos acerquemos a ellas, lo que ge-
nerara una redistribucién de las cargas sobre la superficie. Esto implica
que el potencial alrededor se vera modificado y por tanto el valor del
trabajo también. El calculo anterior es una aproximacion.

¢) Si mantenemos la distancia al centro constante, podemos ver que el
potencial es idéntico en cualquier punto de este recorrido. Como tal, el
trabajo realizado sobre la carga es nulo al ser la diferencia de potencial
nula.
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Otra forma de justificar este resultado seria teniendo en cuenta que la
fuerza eléctrica es conservativa, por lo tanto si salimos de un punto y
volvemos al mismo la diferencia de potencial es nula y también el trabajo
del campo.

18. Se disponen dos planos infinitos paralelos de densidades o y
—o tal y como se muestra en la figura adjunta. Tenemos una
carga negativa ¢ = —1 uC que podemos desplazar.

a) ¢Cual es el valor y direccion del campo entre las placas?

b) Calcular el trabajo del campo eléctrico para mover g de A
aC.

c) Calcular el trabajo del campo eléctrico para mover ¢ de A
aBaC.

d) Deducir la diferencia de potencial entre Ay C.

y (m)
5 . .
4 g
SIS A B
2 | J/
C — 0
1 >
T (m
ol (m)
Solucién

a) Tenemos entre placas para = € [1,4] la superposicién de dos campos
generados por planos indefinidos:

g - —0 - g -

E=—fg—j+gJ=—21]
€0 €o

20

b) Para calcular el trabajo realizado por el campo eléctrico al desplazar
una carga de A a C, calcularemos la integral siguiente:

¢ ¢ 2 lo A qo 2 qo
W [CFdi= [ B [(alD) Ga =~ |2y =10
A 3 €o €0 |3

A
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c) Ahora queremos calcular el trabajo que necesitamos para mover la
particula siguiendo el trayecto A —+ B — C. Durante eltramo de Aa B, el
campo eléctrico es perpendicular al trayecto, por lo tanto, la contribucion
al trabajo es cero al ser el producto escalar nulo. El trabajo total es:

c B _ c c
W:/ Fe~dl:/ Fe~dl+/ Fe~dl:0+/ F.-dl
A A B B

La integral correspondiente al ultimo tramo B — C' se resuelve sabien-
do que F, = —qo/z0j y que el vector dl se puede expresar como di =
dzi+ dyj. Se calcula el producto escalar F, - dl = —qo /o] - (dai + dyj) =
—qo/eq dy. Integramos Unicamente a lo largo del eje y entre las coorde-

nadas 3y 2:

“L - [P o g 1* qo
W:/ Fe-dl:/ —dy:—[y} ==—J
B 3 €0 €0 |3 €0

d) La diferencia de potencial entre Ay C se calcula aplicando la definicion
de diferencia de potencial:

C 2 L. 2
AV:VCfVA:—/ E-dil=— 0j~(jdy)[ay}
A 3 €0 €0 |3
AV ="y
€0

También se podria calcular haciendo uso de la relacion entre trabajo y
energia potencial, de este modo:
w —0

W=—qAV - AV =—=—V
—q €0

19. Dos esferas de masas my y mq estan cargadas con q; Yy ¢z res-
pectivamente. Inicialmente las esferas se encuentran en repo-
SO a una distancia de d; cuando, debido a la fuerza eléctrica
se ponen en movimiento. Hallar las velocidades de las esferas
cuando se encuentran a una distancia dy-.

Solucién

Al no considerarse fuerzas de rozamiento en el problema podemos apli-
car el principio de conservacion de la energia mecanica. En un estado
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inicial tenemos un balance de energia cinética E y potencial electros-
tatica U}.:

Ei=0
i -49192
%_Km

Al final del proceso tenemos las siguientes energias:

1 1
El = 5 (vi,0)* + §m2(v2,f)2
4192
Uf — g14=
p df

Tenemos la conservacion de la energia mecanica que permite estable-
cer una relacion entre las velocidades finales vy 5 y vo ¢:

El+ U =E!/ +U/
Sustituimos las expresiones de las energias y operando llegamos a la
siguiente expresion:

1

1 1 1
Kag (o ——) == 24 2
Q142 <di df> 57 (vif)” + oma (vaf)

La otra ecuacidon necesaria involucra la conservacion del momento lineal
del sistema p' = cte.

miv1,; + Moz ; = MUy f + Mols ¢

Siendo las velocidades iniciales vy ; ¥ vs; Nulas, la ecuacion correspon-
diente a la conservacion del momento lineal proyectando sobre el eje
del movimiento es:

0 =myvy,; — mava s

obtenemos el sistema de ecuaciones siguientes:

1 1 1 1
Kqiqo (di - df) = gma (vi,f)? + 3ma (v2,5)?

mivy,f — MV f = 0

La resolucién de este sistema de ecuaciones nos da como solucion:
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siendo

ma

o= —

mi
5= 2Kqig2 (1 1
B mi di df

20. Representamos la funcion potencial V(z) en funcion de x para
dos casos diferentes. Describa en ambos casos el efecto del
potencial sobre una carga puntual ¢ > 0 libre inicialmente situa-
da en z = 1m para los dos casos.

VRNV
0 1 x 0o 1 x

Solucién

Para resolver este problema lo mas sencillo es recordar que el campo
eléctrico siempre se dirige de potenciales altos a potenciales bajos, con
esto en mente, analizaremos los dos potenciales que nos proponen.

a) En este caso el campo eléctrico ird dirigido segun el vector —i, como
la carga ¢ es positiva, la fuerza que actuara sobre ella también ira dirigi-
da segun —i y por lo tanto la particula acabara en z = —oc.

b) En este caso observamos que aparece un minimo de potencial en
el centro, lo que nos divide el espacio en dos regiones diferentes. En
z > 0 el campo eléctrico se dirige de derecha a izquierda (—i) mientras
que para z < 0 se dirige de izquierda a derecha (+i). Por lo tanto, Ia
particula que inicialmente hemos depositado en xz = 1 m experimentara
una fuerza hacia la izquierda que hara que su velocidad aumente. Este
efecto durara hasta el momento en el que la particula pase alaregion z <
0, en ese momento el campo eléctrico cambiara de sentido, y por lo tanto
la fuerza. Esto hara que la particula se vaya frenando hasta detenerse.
Una vez que se detenga, al estar situada en la region = < 0, la fuerza
hara que vuelva hacia la derecha, aumentando su velocidad hasta que
pase a la region z > 0, donde nuevamente el campo eléctrico cambiara
de sentido y hara que la particula se vuelva a frenar. Por lo tanto, en este
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caso la particula realizara un movimiento de vaivén en torno al minimo
de la funcién potencial.

Observe el alumno que en todo momento hemos despreciado el efecto
radiativo que se produce cuando una carga se desplazay que hace que
la energia de la particula disminuya en el tiempo. Este efecto estda muy
alejado de los conocimientos de un alumno de cursos basicos de fisica,
por lo que no entramos en profundidad en este problema conceptual y
simplemente hacemos una descripcion generalista.

21. Una esfera metalica aislada de radio 10 cm se carga a un po-
tencial de 1000 V. Se toca la esfera con otra, también aislada de
2 cm de diametro que a continuacion se descarga. Se repite la
operacion 5 veces.

a) La carga de la primera esfera antes de ser tocada.

b) La carga de dicha esfera después de la quinta operacion
una vez que el sistema alcanza el equilibrio electrostatico.

Solucién

a) La primera esfera antes de ser tocada por la segunda tiene un poten-
cial de V = 1000 V, por tanto:

v=rkZL_1000V
T1

Despejamos ¢ con un radio ry = 10 cm:

V’I“l

=-——=111-10"8C

K
b) Al tocar la segunda esfera, la carga inicialmente localizada sobre la
primera se reparte entre los dos conductores. Llamaremos ¢; la carga
de la esfera de radio r; = 10 cm y ¢ a la carga de la esfera de radio
ro = 2 cm. Después del contacto, tendremos la relacion:

q=q1+q

Ademas, por el hecho de estar en contacto, ambos conductores pasaran

a tener el mismo potencial (si no lo estuviesen, habria una diferencia de

potencial entre ambos conductores y por lo tanto un campo eléctrico

que haria que las cargas no estuviesen en equilibrio electrostatico)
vkt _g®

1 T2
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La carga q; después de la primera iteracion es:

qir2
@1 =4qgq—4¢=4q— ——
1

Factorizamos ¢;:

q T1

_1+%_qr1+r2

q1

En cada iteracion se retira siempre la misma proporcion de carga de la
esfera 1 de modo que al cabo de cinco iteraciones la carga remanente
en la esfera sera:

1

5
) =446-107°C
T1 + T2

q1(5)=q(

22. Se dispone de un aparato para desviar iones mediante campos

eléctricos. En una primera seccion los iones, inicialmente en re-
poso, son acelerados mediante un campo eléctrico horizontal
generado entre dos electrodos con una diferencia de potencial
AV; entre ellos. A continuacion, las particulas entran con una
velocidad vy en una regidn en la que existe un campo eléctrico
vertical creado por dos placas paralelas mediante una diferen-
cia de potencial (Vg — V4) entre ellas. Al salir de la zona de
campo vertical, las particulas chocan contra un panel vertical.
(ver figura adjunta)

El problema consiste en determinar las diferencias de potencial
adecuadas para tener una desviacion vertical en la pantalla de
altura h. Supondremos para todo el problema que los iones que
queremos desviar tienen carga ¢ positiva y masa m, ademas
despreciaremos el efecto de la gravedad. Calcule:
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a) La velocidad vg al entrar entre las placas horizontales en
funcion de la diferencia de potencial AVj.

b) Elcampo eléctrico entre las placas horizontales en funcion
de la diferencia de potencial AV, = Vg — V4 si las placas
estan separadas una distancia d;.

c) Sabiendo que la longitud de las placas es [y, calcular en
funcion de A4, vg Y los parametros del problema el angulo
« que forma la trayectoria de salida de las particulas con
la horizontal.

d) La desviacion vertical h en la pantalla en funcion de los
parametros del problema. Demostrar que la distancia h no
depende ni de la masa ni de la carga de la particula.

e) Si suponemos una diferencia de potencial AV; = 100
V, calcule la diferencia de potencial AV, necesaria para
obtener una deflecciéon h de 10 cm.

Datos: i; =0,5m,ls =1m, d; =10cm

Nota: Normalmente, debido a que las particulas cargadas tienen
masas muy pequefas, en este tipo de problemas se desprecia
el efecto de la gravedad en el movimiento de la particula.

Solucién

a) Puesto que la Unica fuerza que esta actuando es la fuerza eléctrica y
sabemos que es conservativa, podemos aplicar el principio de conser-
vacion de la energia para calcular la velocidad vg. El trabajo realizado por
el campo eléctrico se transforma en energia cinética, es decir, la parti-
cula se acelera y va ganando energia cinética a costa de perder energia
potencial electrostatica.

1
AE,, = AU, + AE. = gAV; + §mvg =0
En este caso la diferencia de potencial AV; debe ser negativa ya que la
carga es positiva, es decir, la particula se mueve de forma espontanea

hacia las regiones de potencial bajo y por lo tanto AV; < 0

1
—qAV, = §mv§
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lo cual nos proporciona:

—2qAV1
SN T

b) El campo generado por los dos planos paralelos se halla a partir de la
diferencia de potencial AV, = Vg — Vy:

AV,
2
dy

La orientacion del campo depende de qué placa tenga el mayor poten-
cial pues el campo eléctrico siempre va de potencial mayor a menor.

c) Para obtener el angulo de salida tenemos que calcular la trayectoria de
la particula en la zona en la que se dispone del campo eléctrico vertical
uniforme (1;).

La velocidad inicial vy de la particula es perpendicular al campo eléc-
trico existente en esta segunda region y la aceleracion de la particula
es vertical, por lo que estamos en un caso de tiro parabdlico con ace-
leracion constante. Si descomponemos la trayectoria segun los ejes =
e y, tenemos un movimiento rectilineo uniforme en el eje z y rectilineo
uniformemente acelerado segun el gje y.

U Iy lo Yy

En la figura observamos que en este caso la desviacion de la particula
es hacia arriba (a > 0), es decir, que el campo eléctrico en esa region
también apunta hacia arriba, o lo que es o mismo AV, = (Vg — V4) > 0.
Las ecuaciones del movimiento nos quedan:

x(t) = vot
1
y(t) = 56“‘2
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A la salida de la regién donde hay campo, el vector velocidad vendra
dado por:
Uy = voi + atyj
con una aceleracion
qF  qAV,
aq = — =
m mdy
El tiempo t; de recorrido se puede hallar mediante la velocidad hori-
zontal vy, pues tal y como hemos dicho antes, en el eje z la particula
describe un movimiento rectilineo uniforme.

_h

t
I

Para calcular el angulo que forma el vector velocidad de salida vy con la
horizontal podemos ayudarnos del siguiente grafico:

N S
atyj
(07

—

Vo

El angulo se puede obtener aplicando trigonometria al triangulo formado
por el vector velocidad y sus componentes v, = vg Y vy = a ty:

a=tan"! (atf> —tan~! <a ll/ve) =tan~! (qAVQ ll)
Vo Vo mdyv3
d) Una vez que la particula ha salido del campo eléctrico, sigue un mo-
vimiento rectilineo uniforme hasta la pantalla vertical donde acaba im-
pactando. La altura h se obtiene sumando las alturas h; y he que se
indican en el grafico anterior. La altura h; es la altura final de la particula
cuando sale de la region delimitada por las placas horizontales, es decir,

hi = y(ty). La altura hy, se obtiene con el triangulo rectangulo de lado I,
y altura ho, de donde deducimos hy = Iy tan a. De este modo:

qAVo Iy | qAVLIE  qAVal

h =lstan ty) =1 =
ztana+ylty) =1z mdivd  2mdivd  2mdiv3

(212 + l1)

Si sustituimos la velocidad inicial vg obtenemos:

. AVyly
T AAVLd,

(2la+11)

Con esta férmula hemos demostrado que la altura h no depende de la
carga ni de la masa de la particula.
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e) Calculamos AV, para obtener una defleccion de 10 cm

4AV dy

AV, = oNd
2 112l + 1y)

=32V

23. Un cascaron esférico tiene radio interno a y radio externo b. Sila
regién a < r < b tiene una densidad de carga eléctrica p C-m~—3
uniformemente distribuida. Determine el campo eléctrico y el
potencial para cualquier punto del espacio.

Solucién

Para calcular el campo eléctrico en cualquier punto vamos a aprovechar
la simetria esférica del problema y aplicar el teorema de Gauss. En es-
te caso el campo eléctrico es radial y tiene valor constante E(r) para
cualquier punto situado a una distancia r fija.

Los tres casos importantes son:
» 7 < a La esfera de Gauss no contiene carga (g;,; = 0), por tanto:
E(r) =01,

« a < r < blaesferade Gauss contiene una carga interior que depen-
de del volumen del cascaron que abarca dicha superficie:

4 .
Qint = g”(rj - 113)/3

De este modo la Ley de Gauss nos queda de la siguiente manera,

o in 4 35— a?
]{Em.dg:uzw
S o 360

66



2 POTENCIAL

Usando la simetria esférica del campo eléctrico podemos hallar el
resultado de la integral:

]{ E(r) - d§ = 4mr? E(r)
S

Combinando ambos resultados y obtenemos:

= p(r® —a®)
B(r) =
(r) 3eor?

« 7 > b La esfera de Gauss contiene toda la carga:

3_ 3
?fE(r)-dg'z Q _ pin(t” = a”)
S €0 360

Usando de nuevo la simetria del campo eléctrico podemos hallar:

p(b* —a®) _
3807"2 '

En este problema podemos usar el convenio del valor de potencial eléc-
trico nulo en el infinito: V(c0) = 0 V. Para el potencial eléctrico en cual-
quier punto debemos proceder al revés, primero calcularemos el po-
tencial para las partes externas para posteriormente calcularlo para las
regiones internas. Procediendo de este modo aseguraremos la continui-
dad del potencial.

De nuevo dividimos el espacio en varias partes:

« 7 > b El potencial es equivalente al potencial generado por una par-
ticula puntual con una carga equivalente a la total del casquete es-
férico: De este modo si la carga total del casquete es:

_ pAr(b® — a®)

Qu 3

el potencial eléctrico vendra dado por:

Q _ il —a®) _ p(t*—a®)

r 3r B 3egr

Vir)=K

« a < r < b El potencial puede hallarse usando la definicion de dife-
rencia de potencial entre las distancias by r al centro de la esfera y
considerando la expresion del campo eléctrico que hemos obtenido
en el apartado anterior para esta region. Para realizar esta integral
vamos a hacer uso de una nueva variable ' que nos permite definir
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di'= dr’. Esta nueva variable la usamos porque la variable r ya se ha
definido como la distancia al centro del casquete.

V(r)—V(b):—/bTE-df:—/bTMdr’z

350’[“/2

I N N N
3eo | 2 ], 3e0 | 2 r 2 b

Despejamos el potencial V(r):

2 3 b2 3 b2 2 3
Vi) = -2 <’”2+“‘1b>+v<b) P (37"a>

" 35 2 3.\ 2 2 &

Donde el valor de V(b) lo podemos obtener particularizando la ex-
presion de V(r) obtenida en la zona exterior al cascardn para el caso
r=nb.

« 7 < a Tenemos que tener en cuenta que en esta region el campo
eléctrico es nulo y por lo tanto el valor del potencial es constante en
toda esta zona. Para calcular su valor simplemente debemos parti-
cularizar la expresion obtenida anteriormente para el caso r = a:

V(r):V(a):?)’ZO(W_aQ_aS):p(b2_a2)
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24. Tenemos una corteza esférica conductora de radio interno a =
20 cm y radio externo b = 30 cm cargada con una carga Q. En
el centro de la corteza se sitUa una segunda carga q.
Una vez alcanzado el equilibrio electrostatico y sabiendo que
el campo eléctrico en r = 10 cm vale E(r) = —2,7 - 10°@, N-C~1
y el potencial parar =40 cm es V(r) = —22500 V (para obtener
este valor se ha considerado que V(o) = 0 V) calcule:

a) Los valores de las cargas Qv q.
b) El potencial eléctrico en r = 15 cm.

c) Eltrabajo realizado por el campo eléctrico para pasar una
carga go = —1 nC desde r = 25 cm hasta r = 40 cm. ¢Es
espontaneo el movimiento?.

Solucién

a) El campo eléctrico en el interior del cascarén (para r < a) se debe
unicamente a la carga puntual situada en el centro de la corteza. Por
tanto:

_, Kq

— = 6= \/p—1
E(r)= 2 Ur = —2,7-10°u, V-m

Despejamos la carga eléctrica g¢:

. —2,7-10%-(0,1)?

5109 =-3-100C

El dato del potencial eléctrico nos permite hallar la carga de la corteza
metalica, ya que dada la simetria del problema podemos considerar que
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ese potencial es similar al que se generaria considerando ambas car-
gas como puntuales y situadas en el centro de la corteza esférica. De
este modo, para todos los puntos externos a la corteza esférica (r > b)

tendremos:
_K@+4q)
T
Considerando el valor numérico que nos proporciona el enunciado y
despejando la carga Q obtenemos:
—22500-0,4

__feerr 9. —6
Q=51 ¢g=2-10°C

V(r)

b) Para calcular el potencial en el interior del cascarén necesitamos pri-
mero calcular el potencial para r = a y después calcular la diferencia de
potencial provocada por la carga puntual en el interior. Sabiendo que
en el conductor el potencial es uniforme en todo el interior tenemos
V(a) = V(b) y podemos deducir:

_K@+q)
b

La diferencia de potencial entre un punto a una distancia r y el radio a
se debe Unicamente al campo eléctrico generado por la carga puntual:

V(b) =V (a) = —30000 V

_Kq Kgq
V(ir)—=V(a) = . ,
Despejando V(r), tenemos :
K K K K
V(r) =V(a) + — — =% = _30000 + —1 — =4
r [¢ r a

Sustituimos para r = 15 cm:

V(0,15) = —30000 — 180000 + 135000 = —75000 V

c) Para calcular el trabajo de una particula cargada desde r = 25 cm has-
ta r = 40 cm debemos calcular la diferencia de potencial entre ambos
puntos. El potencial en el interior del conductor es constante y sera el
mismo que tome en la superficie externa r = 30 cm. Unicamente nece-
sitamos calcular la diferencia de potencial entre los radios » = 30cm y
r = 40cm:

V@@—V@@:Kﬁzw—ngwzmmv

El trabajo buscado es por tanto:

W = —qo(V(0,4) = V(0,3) =1-10"2-7500 = 7,5- 1076 J
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Como el trabajo es positivo, el movimiento de la carga sera espontaneo.

25. Un plano infinito se extiende sobre el plano xy y se deposita
sobre este una densidad de carga o; = 5 uC-m~2. Se sitla otro
plano cargado paralelo y 2 m por encima del primero con una
densidad de carga o, = —2 uC-m~2. Aplicando la definicion de
diferencial de potencial eléctrico, calcule la diferencia de po-
tencial entre los puntos A(0,0,3) m y B(0,0,5) m.

Solucién

El calculo de la diferencia de potencial entre dos puntos de coordenadas
za =3 MYy zg =5 m se obtiene integrando directamente el campo. Para
ello primero debemos calcular el campo eléctrico que hay en la region
gue se nos pide, en este caso, y como el campo esta siendo generado
por dos planos infinitos de densidades o7 y o9

Una vez obtenido el campo eléctrico, aplicamos la propia definicion de
diferencia de potencial entre dos puntos:
ZB ZB
AV:V(A)—V(B):—/ E-d?z—[wz} _
zZA z

260 "

O )= —338083V
250
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26. Una carcasa metalica neutra de radio interior r; = 10 cm y de
radio exterior r, = 15 cm encierra una corteza esférica de radio
r. = 5 cm con una densidad de carga uniforme o, = 10 uC-m~—2.
Los centros de la carcasa y de la corteza coinciden en 0(0,0,0).
Calcule el potencial a lo largo del semi-gje z > 0.

iy,
B

Solucién

Para calcular el potencial para cualquier punto del eje z deberemos con-
siderar las tres regiones en las que la carcasa divide el espacio. Comen-
zaremos estudiando el problema en la region externa a la carcasa puesto
gue vamos a considerar como referencia del potencial su valor en el in-
finito, el cual consideraremos nulo. V(z — 00) =0 V.

« 2z > 15 cm. Para puntos externos a la carcasa, el potencial seria si-
milar al generado por una carga puntual de valor la carga total del
sistema, situada en el origen de coordenadas.

Calculamos la carga total de la esfera ¢ = 4mr20 = 0,17 uC, con lo
que obtenemos:

1 0,1r-10°
4meg z

\Y

V;ﬂ215 cm =

« 10 cm < z < 15 cm. En esta region el campo eléctrico es nulo, por lo
tanto el potencial debera permanecer constante a lo largo de toda
esta zona.

Para calcular su valor numérico simplemente debemos exigir la con-
tinuidad del potencial, es decir, en esta region del espacio el po-
tencial eléctrico toma el mismo valor que en el limite exterior de la
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carcasa z =15cm:

1 017 106

V
4meg 0,15

VlO cm<z<l5cm —

5cm < z < 10 cm. Para calcular el potencial eléctrico en esta region
podemos o bien aplicar su definicion dV = —E-dle integrar entre
un punto genérico de la region, r, y el borde interior del casquete
esférico, o bien resolver la integral indefinida del campo y exigir la
continuidad del potencial, de modo que obtengamos la constante de
integracion.

En este caso, y por cambiar el procedimiento seguido en otros ejerci-
cios anteriores, aplicaremos el segundo método. Asi, y teniendo en
cuenta que el campo eléctrico es el generado por la corteza esfé-
rica cuya carga total hemos calculado anteriormente, la integracion
indefinida que tenemos es:

- 1 0,171’~10_6
VScmgzglocm:_/E'dzz_/if"‘cv

47eg z

1 0,1r-1076
dreg z

+CV

V5 cm<z<l0cm —

Para calcular el valor de la constante de integracion, C, deberemos
volver a aplicar la continuidad de la funcién potencial en la superficie
de separacion de ambas regiones, Vs cm<z<10 cm(10 €M) = Vig em<z<15 cm (10 €M)

1 01l1r-107¢ 1 011r-1076
- 4= —
47T'50 0,1 471'60 0,15

1 1 1 0,17 -107% 10
C=—01r-10"° - = Y
dmeg (0,15 0,1) Areg 3

Una vez calculada la constante de integracion C, la expresion del
potencial en esta region queda:

1 0,1r-107F _0dm- 10*6g y

‘/:5 cm<z<10cm —
== 4meg z 4meg 3

z < 5cm. Finalmente, en la Ultima region el campo eléctrico vuelve
a ser nulo y, por lo tanto, el potencial volvera a ser constante; en
este caso, su valor sera el mismo que toma la funcién potencial en
la superficie externa de la esfera z =5 cm

1 017105 017107510
dreo 0,05 Ameo 3

Vi<sem =
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0,17 -107% /50
Vz§5 cm = W (3) \Y

Como resumen podemos representar graficamente el potencial de
modo que podamos ver como evoluciona en funcion de z.
V (kV)

E=0 E=0
47,1

18,8f -~ - - -

z (cm)

Qf------r-------—2

10 15 20 25 30

27. Consideramos dos cilindros coaxiales huecos muy largos y de
radios r; y ro siendo ro > r;. Los cilindros tienen una densidad
superficial de carga uniforme o1 y o5 ambas positivas. Hallar:

a) El campo eléctrico en funcién de la distancia al eje para
todo el espacio.

b) La diferencia de potencial entre los dos cilindros en fun-
cion de la densidad de carga.

Solucién

a) Para calcular el campo eléctrico en cualquier punto del espacio de-
beremos dividir el problema en tres regiones. En cada una de estas re-
giones aplicaremos la Ley de Gauss para lo cual consideraremos como
superficie gaussiana cilindros de radio arbitrario r y longitud L coaxiales
con los cilindros cargados.



2 POTENCIAL

r1
4y Cl
NS N

Cilindro de Gauss

‘\1 |

Tal y como se ha comentado en ejercicios anteriores, el campo eléctrico
generado por un cilindro infinito es perpendicular a la superficie lateral
del mismo, por lo tanto, el flujo eléctrico Unicamente se produce a través
de la superficie lateral de la superficie gaussiana. De modo que a la hora
de aplicar la ley de Gauss, la ecuacion que nos quedara es:

Gint

€0

b = / E-dS = ESiytera; = E 277L =
S

Procedamos a calcular el campo eléctrico en las diferentes regiones.

« 7 < ry. En esta regiodn la carga encerrada es nula y por lo tanto:
E(r)=0a, V'm™*
» 71 <1 < ro. EN la region entre los cilindros cargados la Unica carga
interna es la que aporta el cilindro de radio r;.
o12nr L

¢ = Tnt - DTTNE _ pomr
€0 €0
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Puesto que las cargas son positivas el sentido del campo eléctrico
sera positivo segun la direccion radial, es decir:

= o1r1

E(r)= Uy

reo

« 7 > 719 EN la region externa el campo eléctrico total sera la suma de
los campos generados por ambos cilindros. En este caso los dos
cilindros tienen carga positiva y procediendo de forma similar al caso
anterior obtenemos que el campo total sera:

E(r) = ((717“1 + 027”2> Uy

TEQ reo

b) Para calcular la diferencia de potencial entre ambos cilindros simple-
mente debemos aplicar la definicion de diferencia de potencial e inte-
grar. En el caso que nos piden, el campo eléctrico que hay entre ambos
cilindros Unicamente es el campo generado por el cilindro de radio r,
por lo tanto,

"2 oury

Uy - di = — in
Treo €o 1

o171, T2

AV =V(ry) — V(r1) = _/

T1

28. Disponemos de un semiaro de radio a con densidad lineal de
carga A no uniforme:

A6) =1-10"%cos?(#) C-m~"

Calcule el potencial producido por el semiaro en el origen O.

AN

Solucién

Para calcular el potencial en el origen es preciso plantear una integral
que va a sumar los efectos de todas las partes del aro. Un elemento de
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longitud di = adf del aro llevara una carga dq que dependera del angulo:
dg = \(0)adf. Integramos a lo largo del aro para obtener el potencial:

Vv (0) :/Kfq /Oﬂ Kai(a)de

La distancia al origen de cada elemento de longitud adf es constante y
podemos sustituir la expresion de la densidad de carga en la integral:

V(0) = / K -107%cos?(0)df = K - 10_6% +CV
0

siendo C una constante de integracion que dependera de donde tome-
mos el origen para la funcién potencial. Si consideramos que V(cc) = 0,
entoncesC' =0V.

29. En una region del espacio el campo eléctrico viene expresado
por:
E(xz,y,z) = 10i + 4yj + k V-m ™.

Calcular el trabajo necesario para mover una carga Q = 0,1 uC
inicialmente situada en el punto Fy(0,2,0) m una distancia Al =
1 mm segun las siguientes direcciones:

a) i

b) i+j.

c) i—j+2k
Solucién

Para calcular el trabajo que nos piden aplicaremos la definicion de tra-
bajo realizado por una fuerza:

Py Py

W= F.dl = QE - dl
Py Py

Ahora, nos queda por determinar el trayecto de la particula desde el
punto inicial P, hasta el punto final P; para cada uno de los casos pro-
puestos.

a) Primero evaluamos el elemento de trabajo diW antes de integrar:

dW = QE - dl = QE - dzi = Q10dx
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La integracion es inmediata al ser la direccion a lo largo del eje z entre
Oy Al
W =Q10Al=1-10""J

b) Este segundo apartado requiere un poco mas de cuidado puesto que
la direccion del desplazamiento ya no sigue uno de los ejes. El punto
de salida es P5(0,2,0) y el punto de llegada sera Py = Py + 7, siendo
7= Al-@ = Al(i+7)/v?2 el vector desplazamiento. Haciendo esta suma,
obtenemos que el punto final es P(5L,2 + 5L,0).

\/57
Y
Al
V2
Al
v2J
0 5L *

\/57,

Para calcular la integral del trabajo haremos uso del hecho de que la
fuerza eléctrica es una fuerza conservativa, y por lo tanto su integral
no depende del camino seguido. En este caso integraremos primero si-
guiendo el eje z y luego el eje y (el lector puede comprobar que invir-
tiendo el orden de integracion el resultado es el mismo).

Como unicamente la componente E, del campo varia en funcion del
punto del espacio en el que nos encontremos (en este caso solo depen-
de de la coordenada y), podemos separar el ca’lculo en dos integrales
independientes: una S|gwendo elejexrdeOa == y otra siguiendo el eje

ydey—2ay:2+ segunelejey

- Al

AL 24+ AL
V2 — - V2 -
W= / QE(2,2,0) - ida + / QE(EL,y,0) - jay =
; ) NG

% 2454 0 * ]
= Q- [10z]; +Q[2y] V5 — QAl{ﬁ+Al+ﬂ

W =1,273-10"°J

¢) Este Ultimo apartado involucra de nuevo descomponer el trayecto,
esta vez en tres tramos. Por la naturaleza del campo vamos a poder
integrar primero segun los ejes z y z antes de integrar la componente .
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Para calcular las coordenadas del punto de llegada, primero normaliza-
remos el vector desplazamiento,

L i—j+2 i—j+2k

U= 5= - = .

li — j + 2k| V6
A continuacion al punto inicial le sumaremos el vector unitario anterior
multiplicado por el modulo del desplazamiento Al, Py = Py + @Al, con
Al Al Al

lo que obtenemos que el punto de llegada es Pf(%, 2 — T6 2%).

Tenemos ahora tres integrales, una para cada eje de coordenadas:

2 AL

Al
NG i - NG S (Al -
W:/ QE(z,2,0 ~idx+/ QE <,y,0> - Jdy
0 ( ) 2 \/6
9 AL

Ve = Al Al R
+/0 QE(\/EJ—\/E,Z)'W—
o-asfs 2

V6 V6 3
W =1,63-10"1J

Al
Al yzr_ﬁ
— 10220+ 0 [4L )
N Q[ 2],

Otra forma de afrontar este problema es aplicar la relacion:

W, = —AU = —QAV.

Para ello, lo primero que debemos hacer es obtener la funcion V (z, y, 2).
Puesto que el enunciado nos da la expresion del campo eléctrico pode-
mos aplicar E = —gr_dd(V(x,y,z)). Para obtener V podemos proceder
por integracion de los polinomios verificando que se obtiene siempre la
igualdad anterior. Esto nos lleva a obtener la expresion:

Viz,y,z) = —10x — 20> — 2+ C

donde C es una constante que depende del sistema de referencia que
tomemos a la hora de definir el potencial electrostatico. En nuestro caso
y como lo que vamos a calcular es AV no tiene importancia y podremos
considerar que C = 0. Procedamos al calculo del trabajo en cada uno
de los casos propuestos:

a) Al movernos Al segun la direccion i, pasamos del punto Py = (0,2,0)
al punto Py = (Al,2,0), con lo que el trabajo realizado por el campo
vendra dado por:

We = _QAV = _Q (V(Pf) - V(PO)) = _Q (V<AZ’27O) - V(O7270)) =
—Q ((—10A1 —2-2> —0) — (—10-0—2-2* — 0)) = Q10Al
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W,=1-10"°J

b) Ahora nos movemos Al segun la direccion (i + j), pasando del punto
Py =(0,2,0) al punto Pf(\A[l 2+ \%,0) En este caso el trabajo realizado
por el campo sera:

W, = QP - V(r) = - (VSL2+ SL0 - v0.2.0)) -
Al Al
-Q ((—10ﬂ—2.(2+ﬁ)2—0)—(—10.0—2.22—0)>

W,=1273-10"2J

c) Finalmente, nos movemos Al segun la direccién (i—j+ 2k), pasando
del punto Py = (0,2,0) al punto Pf(\A} 2 — 7 2Al) El trabajo realizado
por el campo sera:

W, = —Q(V(Py) — V(Py) = —Q (V(N,z _ AL LA V<0,270>) -

V6 V6 V6
Al Al Al
-Q <(10\/62~(2 \/6)22\/6)(10-02-220)>

W, =1,63-1071°J

30. En una regién del espacio el campo eléctrico viene expresado
como:

E(w,y,2) = (y* — 22yz°)i + (3 + 20y — 2*2°)j+

+(62° — 32%yz2)k V- m™ L,

Calcule el trabajo necesario para mover una carga Q = 1uC
inicialmente situada en el punto Py(2,—1,2) m hasta el punto
P;(—1,3,-2) m

Solucién

Este problema es el numéricamente mas complejo de los que haremos
de este estilo y por eso, a modo de resumen, o resolveremos por dos
meétodos diferentes ofreciendo otras posibilidades.

Método 1 En este primer método que proponemos utilizaremos la rela-

cion que existe entre campo eléctrico y energia potencial.

E($7y7 Z) = _gr_dd V(xvyv Z)
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Esto nos permite obtener la funcion energia potencial V(z,y, 2)

oV (z,vy,
g, = - TEVE vy ) =y 2% + K ,2)
ov K
E, = _(g;y,z) = Vi(z,y,2) = =3y — ay® + 2%y2% + Ky(, 2)
AV (z,y, 3
E, = _% = V(z,y,2) = —52" + 2%yz" + Ky(z,9)

donde Ki(y,z), Ka(x,2) y Ks(z,y) son funciones que contienen a los
elementos que no aparecen en la expresion obtenida en cada una de
las integrales pero si en alguna de las otras.

Por ejemplo, el término —3y Unicamente aparece en la segunda expre-
sion pero cumple los requisitos para poder estar contenido tanto en
K, (y,z) como en K3(z,y). Si esto no ocurriese nos indicaria que o bien
nos hemos equivocado en los calculos o que el campo eléctrico E(x, Y, 2)
que nos proporcionan no es conservativo y por lo tanto no podemos cal-
cular la funcién potencial correspondiente.

Aclarado este punto, obtendremos la funcion potencial sin mas que po-
ner los diferentes términos que hemos obtenido en las integrales ante-
riores.

3
V(z,y,2) = —ay® + 2?yz® — 3y — 524 +C

donde C es una constante numeérica de integracion que dependera del
punto que tomemos como referencia para la funcion potencial. En este
tipo de problemas, no es importante su valor ya que |0 que nos interesa
calcular es la variacion de potencial entre dos puntos y por lo tanto el tér-
mino C' nos aparecera en ambas expresiones, por ello consideraremos
C=0.

Es aconsejable que una vez obtenida la funcion V(z,y, z) se realice el
camino inverso y se compruebe que al hacer su gradiente se obtiene el
campo eléctrico que nos propone el enunciado.

Finalmente, con la funcién potencial V (z, y, z) podemos calcular la ener-
gia potencial de la particula en los puntos entre los que se va a desplazar
la particula.

Up=U(2,-1,2) =QV(2,-1,2) = =55-107°% J
Up=U(-1,3,-2) =QV(-1,3,-2) = —48 - 107 % J

Si ahora aplicamos la relacion entre trabajo y energia potencial, W =
—AU
W=-AU=—(U;-Uy)=-7-10°J
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Método 2

En este segundo método vamos a aplicar directamente la definicidon de
trabajo realizado por una fuerza W = fﬁ - dr. Ademas, tendremos en
cuenta que el campo eléctrico E es conservativo, por lo que el trabajo
realizado por la fuerza eléctrica asociada es independiente del camino
que sigamos. Con el objetivo de realizar un ejercicio completo propon-
dremos dos caminos distintos y comprobaremos que el trabajo realizado
en ambos casos es el mismo y es el mismo al obtenido segun el método
anterior.

Camino 1

En este camino que proponemos, el trayecto desde el punto Py(2,—1,2) m,
hasta el punto P¢(—1,3,—2) m, lo dividiremos en tres tramos. En el primer
tramo nos desplazaremos Unicamente por el eje x pasando de Py(2,—1,2) m
al punto P;(—1,-1,2) m, a continuacion, nos desplazaremos por el eje

y Yy pasaremos de P;(—1,—1,2) m hasta el punto P,(—1,3,2) m. Final-
mente, Nos moveremos por el eje z y pasaremos de Py(—1,3,2) m hasta

el punto final Pr(—1,3,—2) m. La ventaja de utilizar este tipo de caminos
es que al desplazarnos por un eje, por ejemplo el x los valores de las
variables y y z permanecen constantes y sus diferenciales respectivos
son nulos (dy = dz = 0).

Recapitulando la trayectoria que proponemos en este primer trayecto

seria:
Po(2,-1,2) 255 Py(—1,-1,2) <2250 py(—1,3,2)
y=-1, 2= r=—1, z=
de=dy=0
Pa(=1,3,2) == Py(-1,3,-2)

Procedamos al calculo del trabajo realizado por la fuerza en cada uno
de los tramos indicados

le/ﬁ-dF:Q/E-dF:Q/Ezdx:
Q/Z_lEm(m7—1,2)dx:Q/2_l (v — 22y2*) de =

Q/l ((-1)* = 22(-1)2%) de = —27-107° J
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Wgz/ﬁ-dF:Q/E-dF:Q/Eydy:

3 2
Q/ Ey(_17ya2)dy:Q/ (3+2$y—x2z3) dr =

2
Q[l (3+2(-1)y—(-1)*2°)de = —-28-107°J

W; = /F dr—Q/E dr—Q/E dz =

-2

Q E( 1,27Z)dZ—Q/ z—3xyz)d =
—2

Q/ (62° —3(—1)?32%) dz =48 -107° J
2

Ahora Unicamente nos queda sumar los trabajos en cada uno de los
tramos y obtenemos el trabajo total

W=W; +Wy+Ws=-27-10°-28-10"°+48-107¢ = —7-10"%J
Este procedimiento lo podemos repetir pero cambiando el orden de los
ejes por los que nos desplazamos, asi otra opcion seria:

dz=dz=0 dr=dy=0

Po(2.-1.2) ZEET Pi(2:3,2) S0 Py(2.3,-2)
Py(2,3,-2) % Py(—1,3,-2)
y=3, z=—2

O cualquiera de las otras que al lector se le ocurran (en este caso, al ser
un desplazamiento de R? en R3, tenemos 6 posibles caminos).

Para cada trayectoria los trabajos pueden ser distintos, pero la suma de
los trabajos siempre sera la misma.

Camino 2

Tal y como hemos comentado y demostrado, el trabajo realizado por la
fuerza eléctrica es independiente de la trayectoria seguida por la parti-
cula desplazada. Por eso, y puesto que las trayectorias propuestas en
el apartado parecen un poco “artificiales”, proponemos a continuacion
una segunda trayectoria que pareceria en un principio algo mas natural:
esta trayectoria es la linea recta que une ambos puntos Py y Py.

Para calcular el trabajo a través de la trayectoria propuesta debemos
parametrizar la recta. Para ello, calculamos el vector que une ambos
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puntos al que denominaremos v
U= (_37 47 _4)

Con este vector ya podemos proceder a parametrizar el tramo de la recta
gue une ambos puntos en funcion de un parametro t:

=Py +t0=(2,1,2) +t(-3,4,-4)con0<¢t<1

Esto nos permite expresar las coordenadas z, y y z en funcion de ¢, asi
como sus diferenciales

r=2-—3t—dr=-3dt
z=2—4t - dz = —4dt

Procedamos a calcular el trabajo realizado por la fuerza eléctrica al des-
plazar la carga @ por la recta que une ambos puntos, para lo cual en la
expresion del trabajo sustituiremos las coordenadas z, y y z y SUS corres-
pondientes diferenciales por sus expresiones en funcion del parametro
t

W:/ﬁ-dF:Q/(Ew dv+ Ey dy+ E. dz) =
Q/Exd$+Q/Eydy+Q/Ezdz:

Q/ —1+4t)> —2(2 = 3t)(—1 +4t)(2 — 4¢)*) (=3)dt +
+Q/O (34+2(2—3t)(—1+4t) — (2—3t)*(2 — 4t)*) 4dt +

+C>2/01 (6(2 —4t)> — 3(2 — 3t)*(—1 +4t)(2 — 4t)*) (—4)dt =

-1 -8 16 —35
uC( 5 + 3 + 3 > uC( z ) 7-10



3 CONDENSADORES

3.1 Ecuaciones relevantes.
= Condensador.

Un condensador es un dispositivo constituido por dos conductores, uno
de ellos cargado con una carga @ vy el otro con —@Q que sirve para acu-
mular energia. Teniendo en cuenta que entre ambos conductores hay una
diferencial de potencial AV =V, — V_, podemos definir la capacidad del
condensador como:

_Q
C= AV (3.1)

En el S.I. la unidad de capacidad se denomina Faradio [F] y su definicion
es1F=1C/NV.

« Capacidad condensador plano.

co4

C:d

(3.2)

siendo ¢q la permeabilidad eléctrica del vacio, d la distancia entre dos pla-
cas planasy paralelas que forman el condensador y A la seccién de dichas
placas.

« Capacidad condensador cilindrico.

27T€()L
C=—-—"—
In(ra/r1)

donde L es la longitud del condensador y r1 y r5 los radios de los cilindros
interno y externo respectivamente que forman el condensador.

(3.3)

« Capacidad condensador esférico.

47('507’17’2

C (3.4)

r2—"n

en este caso r1 y rp son los radios de las esferas concéntricas, interna y
externa respectivamente, que forman el condensador.
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« Energia almacenada en un condensador.

La energia almacenada en un condensador es igual al trabajo que hay que
realizar para cargar dicho condensador.

1 Q?
2C
La energia almacenada en un condensador es la energia almacenada por
el campo eléctrico que se genera en el interior del condesador. Esto nos
permite definir la densidad de energia como:

U:%QAV:%CAV%: (3.5)

u= %50|E2| (3.6)

Dieléctricos.

Un material dieléctrico es un material no conductor. Si el espacio entre los
dos conductores que forman un condensador se rellena (total o parcial-
mente) con un material dieléctrico, la polarizacion de sus moléculas per-
mite una mayor acumulacion de carga en el condensador y por lo tanto un
aumento de su capacidad.

Se define la constante dieléctrica o permitividad eléctrica relativa como
er = kK = €/gp siendo ¢ la permitividad eléctrica del medio.

De este modo la capacidad de un condensador cuya capacidad inicial es
Cp se ve multiplicada por un factor ¢, cuando el espacio entre los con-
ductores que forman dicho conductor se rellena completamente con un
material dieléctrico de capacidad relativa ¢,

C =¢,C (3.7)

= Asociacion de condensadores.

86

» Condensadores en serie. Sea un conjunto de condensadores de ca-
pacidades C;,Cs,....C,, la capacidad equivalente, C.,, de todos ellos
cuando estan conectados en serie es:

= 4 - (3.8)

« Condensadores en paralelo. Sea un conjunto de condensadores de
capacidades C,Cs,....C,, la capacidad equivalente, Cy,, de todos ellos
cuando estan conectados en paralelo es:

Ceq=C1+ Cs...... +C, (3.9)
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3.2 Ejercicios

1. Un condensador plano de placas paralelas de area 1 cm? y se-
paradas 1-10~* m esta conectado a una diferencia de potencial
de 5 V. Desconectamos el condensador de la fuente de alimen-
tacion y le conectamos en paralelo otro condensador idéntico
al primero pero con un dieléctrico entre sus placas de permiti-
vidad relativa ¢, = 10. Calcule:

a) La carga inicial del primer condensador asi como su ca-
pacidad.

b) La carga en cada condensador una vez conectados.

c) La nueva diferencia de potencial entre las placas.

Solucién

a) Aplicamos la formula del condensador de placas paralelas para hallar
la capacidad y la carga inicial:

€S 885-10712.1.107%
= —_-— = = F
C y 0= 8,85 p

La carga acumulada en el condensador es:

Q=C-AV;=885-10712.5=4425-10"1 C

b) Una vez que hemos desconectado el condensador de la fuente de ali-
mentacion, conectamos el segundo condensador al primero en paralelo
tal y como nos dice el enunciado. Al estar desconectados de la fuente,
la carga total acumulada en ambos condensadores debera ser igual a la
carga inicial acumulada en el primer condensador, y que hemos calcu-
lado en el apartado anterior. Es decir, la carga inicial se repartira entre
ambos condensadores de modo que se cumpla con el principio de con-
servacion de la carga.

Nuestros condensadores estan conectados en paralelo y por lo tanto
tendran la misma diferencia de potencial. Por otro lado, la capacidad del
segundo condensador es 10 veces superior a la capacidad del primero
al tener un dieléctrico de permitividad relativa ¢, = 10, por lo tanto, C' =
10C.

Q=01 +Q=C-AVi +C"-AV; =C(1+10)AV; =C - 11- AV,
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Si despejamos AV, obtenemos

. Q  C-AVy AV

S 1n-c o11-c11

A partir de la diferencia de potencial podemos hallar la carga acumulada
en cada condensador:

AV;

€oSAVO

= . = = . —12
Qi=C-AVi=—1—==402-1077C
10g9SA
QQZC"AWZWzﬂ),Q-lO_HC

¢) La nueva diferencia de potencial entre placas se ha calculado ante-
riormente:

5
AVl—ﬁV

2. Un condensador plano, cuyas placas tienen una superficie Ay
se encuentran separadas por una distancia d, se carga median-
te una tension AV. A continuacién se desconecta de la fuente
de tension y sin descargar el condensador se separan las pla-
cas hasta una distancia 3d. Calcular:

a) La nueva diferencia de potencial entre las placas.
b) La nueva capacidad del condensador.

c) La variacion de energia acumulada en el condensador.

Solucién

a) El condensador tiene inicialmente una capacidad Cy que se puede
expresar mediante la ecuacion del condensador de placas paralelas:

_ oA
- d

La carga acumulada una vez conectado a la diferencia de potencial es:

Co

Q = CoAV

Cuando se separan, la capacidad cambia pero la carga no se altera (se
ha desconectado la fuente de tension). La nueva capacidad es:

c0A o Co

O =% 73
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y la nueva diferencia de potencial sera:

Q Q
AV = = =32 —3AV
Cr -0 =

b) La nueva capacidad del condensador ha sido obtenida en el apartado

anterior:
EoA B CO

C = — =
T34 3
c) La energia inicial acumulada en el condensador era:
1 2
UO - §COAV

Una vez desconectado y modificada la distancia entre sus placas, pode-
mos relacionar la energia acumulada en el condensador con la acumula-
da inicialmente, teniendo en cuenta las relaciones que hemos obtenido
anteriormente, de modo que:

1 1
Uy = §C1AV’2 = 5%(3&02 = 3Uo

La pregunta que nos viene a la cabeza es, ;De ddnde sale este exceso
de energia? En realidad, el aumento de la distancia entre las placas es
el responsable del aumento de energia acumulada y la variacion de la
distancia la hemos tenido que realizar nosotros desde el exterior, por
lo tanto, el aumento de energia se produce porque desde el exterior le
aportamos una energia al sistema al aumentar la separacion entre las
placas.
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3. En la siguiente figura se muestra el esquema de un con-
densador de placas paralelas, entre las cuales se colocan
dos dieléctricos diferentes. Se establece una diferencia de
potencial entre ambas placas V, — V, = 100 V. Datos: ¢4 = 1,
gro=2,dy =0,1m,dy=0,15m.

I

Calcule:
a) El campo eléctrico en cada dieléctrico.

b) La capacidad y la carga del condensador si la superficie
de las placas es S = 10 m?.

Solucién

a) Para calcular el campo eléctrico en cada zona, podemos aplicar la
definicion de diferencia de potencial entre placas sabiendo que el campo
es uniforme en cada dieléctrico en primera aproximacion (despreciamos
los efectos de borde). Aplicando la definicion obtenemos:

b, di . di+dy .
AVZ*/E’dl:f/ Eydl*/ Ey-dl=diE1+deEy =
a 0 dq

=V-V,=100V
La segunda relacion constitutiva necesaria es la dependencia lineal del
campo entre placas sin dieléctrico (Ep) con los campos elétricos en las

regiones con dieléctrico (Ey y FEs). Asi, By = €.1Fq Y Es = €,.0F. Todo
esto nos lleva a By = ¢,1/e2F5.

Combinando las dos ecuaciones obtenemos los campos E; Y Es:

E
A By + 225 4, — 100
Erl
B, = "2 E,
Erl
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Despejando, obtenemos:

10067"1 1
Ei=———F—=250V'm
! Erldl + d257‘2

10087-2

="  _—500Vm!
er1dy + dagr2

Ey

b) Para calcular la capacidad del condensador rigurosamente debemos
usar la ley de Gauss aplicada en varios lugares del dieléctrico para saber
cuanta carga tenemos acumulada en los planos conductores.

Sin embargo, en la situacion de dieléctricos apilados como el caso pre-

sente, es posible considerar que el condensador esta formado por dos

condensadores independientes conectados en serie. Un condensador

C; formado por el dieléctrico ¢,1 y espesor d; y el otro con dieléctrico

ero Y €Spesor dq. Las capacidades asociadas a cada uno de ellos son:
- EQErls - 605

== T

5057«25 - 2805

dy  do
Al tener una conexién equivalente en serie, la capacidad total de la aso-
ciacion se puede calcular usando la férmula correspondiente:

Cy =

E0Er1Er2 2Seg _10
Cr=5 - —505-10"10F
T eridy +epady  2dy + do
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4. Se construye un recipiente cilindrico, con bases perfectamen-
te conductoras y de seccién S, separadas una distancia a, con
paredes perfectamente aislantes y de espesor despreciable. El
interior se llena hasta una altura k con un liquido dieléctrico y
permitividad relativa ¢, (el resto se deja vacio). El recipiente se
coloca en un principio con las bases dispuestas horizontalmen-
te. En esta posicion, se carga hasta que la diferencia de poten-
cial entre las placas es AVj.

a) Expresar la capacidad del cilindro en funcion de h, a y de
las constantes dieléctricas.

Acto seguido se abre el circuito y, sin descargar las placas,
el recipiente es girado 90¢° alrededor del eje horizontal.

b) ¢Cual es la nueva diferencia de potencial entre las placas,
AV'?

Solucién

a) El conjunto se puede considerar como un condensador de placas pa-
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ralelas donde las tapas enfrentadas hacen el papel de planos paralelos.
Usando esta aproximacion, el condensador asi formado consiste en un
problema de condensador con un dieléctrico que llena parcialmente el
hueco entre placas. Tenemos entonces dos dieléctricos apilados, uno
de permitividad epe,. y otro vacio de permitividad «,. El conjunto asi for-
mado es equivalente a dos condensadores Cy y C; conectados en serie:
el condensador Cy con aire entre sus placas y el condensador C; que
contiene al dieléctrico. Los valores de las capacidades de estos con-
densadores son:

- 605
Co=t-n
.S
cpzﬂ%f

Por lo tanto, la capacidad total del sistema sera:

. C()Cl - €0€TS
B Co+ Ch N h+e.(a—h)

Cr

Es util hallar la carga del condensador para la segunda parte del proble-

ma:
g0&rS

=Cr-AVy=—22
@=Cr-Aly h+er(a—h)

AVp

b) A continuacion, tumbamos el recipiente y el dieléctrico pasa a ocupar
la parte inferior del volumen del depdsito. Al haber desconectado el sis-
tema de la fuente de alimentacion, la carga acumulada en las placas se
conservara, aunque la capacidad del condensador se vera modificada.
Ahora tenemos un condensador equivalente a dos condensadores co-
nectados en paralelo. Nos queda por determinar cual es el volumen de
cada una de las partes en la que el dieléctrico original se ha quedado
dividido en la nueva posicion.

Cuando el cilindro esta de pie, el volumen de dieléctrico es V = S - h.
Tumbado, el dieléctrico ocupa un volumen V = S;-a con S; la superficie
de tapa en contacto con el dieléctrico. Relacionando las dos ecuaciones
anteriores obtenemos: S; = S(h/a). La superficie de las bases que no
estd en contacto con el dieléctrico serd S, = S — 51 = S(1 — h/a). Una
vez obtenidas las dos superficies S; y Sz, se pueden hallar las capaci-
dades de ambas partes, siendo condensadores de placas paralelas de
superficie S7 y Ss:

& 6051
Ci ==
a
€052
Cy =
a
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Podemos ahora calcular la capacidad total:

S h h
c;=01+02:6°<e,.+1—>
a a a
La nueva diferencia de potencial entre los planos se puede hallar recor-
dando que la carga se conserva al girar el cilindro:

Q N CT a25r

Alzi_iA =
v ch Yo (h+er(a—h))(a — h+ e.h)

AV

5. A partir del circuito que se muestra en la figura, calcule:

a) La capacidad equivalente de la asociacion de condensa-
dores.

b) La diferencia de potencial en cada condensador.

c) La carga de cada condensador.

15puF ——

= 10V

10uF —— 20uF ——

Solucién

a) Para resolver este tipo de problemas, comenzaremos simplificando el
circuito mediante el calculo de los condensadores equivalentes de las
distintas asociaciones que vayamos detectando. En este problema, se
puede observar que los condensadores de 20uF y 10uF estan conec-
tados en paralelo y, por lo tanto, su asociacion nos da un condensador
equivalente de 20uF + 10uF = 30uF, con lo que el circuito original se
transforma en el siguiente:
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15uF ——

= 10V

30uF ——

En este nuevo circuito aparece una asociacion en serie entre el conden-
sador de 15uF y 30uF. En este caso, el resultado de asociar estos dos

elementos es: )

— 10 uF
1/15-10-6 + 1/30 - 10~ .

b) Para hallar la diferencia de potencial en cada condensador vamos pri-
mero a razonar sobre el circuito reducido siguiente:

+

AV, —— 15uF

= 10V

AV, == 30uF

En este circuito tenemos dos condensadores que llevan la misma carga
Q al estar en serie. Podemos hallar la carga de cada uno con una simple
ecuacion si nos fijamos en que la suma de las diferencias de potencial
de los condensadores debe ser igual a la de la fuente de alimentacion,

10 V: 0 0

=10V
30-10-6 + 15-10-¢ 0
El calculo nos lleva a una carga de @ = 100uC.

AV + AV, =

Otra forma de haber obtenido el valor de la carga acumulada en estos
condensadores habria sido observar que estan conectados en serie vy,
por lo tanto, podemos calcular su capacidad equivalente sin mas que
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aplicar la ecuacioén correspondiente, obteniendo Cyoier = 10uF y de aqui,
deducir la carga acumulada en el condensador @ = 100uC.

En este caso debemos tener en cuenta que la carga que se acumula en
dos condensadores conectados en serie es siempre la misma que se
acumula en el condensador equivalente. La carga "no se reparte” entre
ambos condensadores como en el caso de condensadores en paralelo.

Volviendo al esquema original, los dos condensadores que estan co-
nectados en paralelo tienen la misma diferencia de potencial AV, =
Q/(30-10~°%) y suman una carga @ = 100xC. Las diferencias de potencial
son entonces:

Q 10

AV, = —=< vy
i=30 106 3
Q 20
A = ———--
Vo= 15906 3

Tenemos ahora todas las diferencias de potencial del circuito.

c) Finalmente calculamos la carga de cada condensador:

1 1

Q1:CI-AV1:10~10‘6~§0:%~10‘60
1 2

ngcg-m/l:20~10—6~§0=%-10—6C

2
Q3:03~AV2:15~10*6~§0:100~10*6C

6. A partir de la figura siguiente, calcule:

a) La capacidad equivalente de la asociacion de condensa-
dores.

b) La diferencia de potencial en cada condensador.

c) La carga de cada condensador.

2uF ——

10uF —— 12V ==
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Solucién

a) Para calcular la capacidad equivalente del circuito asociamos primero
los dos condensadores en serie de capacidad 2uF y 4uF:
1 4

= — _ F
1/2-106+1/4-10-6 3"

Ce

El circuito equivalente resultante tiene ahora dos condensadores en pa-
ralelo cuya capacidad equivalente sera:
34

4
—10-100%+2.107% = == F
Cr 0-10 +3 0 3#

b) La diferencia de potencial del condensador de 10 uF tiene una dife-
rencia de 12 V al estar conectado al generador.

Para calcular la diferencia de potencial de los dos condensadores co-
nectados en serie debemos considerar que ambos condensadores tie-
nen la misma carga @ y la suma de las dos diferencias de potencial debe
ser 12 V, por lo tanto tenemos la ecuacion siguiente:

Q Q

=12V
2-10-6 +4-10*6

A‘/2;1,F + A‘/v4uF =

De esta ecuacién obtenemos el valor de Q = 1,6-10~° C.

¢) Otra forma de calcular la carga @ seria aplicando la capacidad equiva-
lente de ambos condensadores y que hemos calculado anteriormente:

4
Q:CeAV:§~1O‘61221,6-10_5C

Finalmente, una vez calculada la carga acumulada en cada condensador
hallamos la diferencia de potencial de cada uno de los condensadores:

Q

AVur = 10

=4V
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AViur = 5o =5V

7. Un condensador de placas cuadradas y paralelas contiene un
dieléctrico de constante relativa ¢, = 10 insertado parcialmente
tal y como se indica en la siguiente figura. Si los lados de las
placas miden L = 1 m y la separacion entre las placas es h =
1 cm, calcule:

a) La capacidad del condensador.

b) La energia almacenada en el condensador en funcion de
2 suponiendo una diferencia de potencial constante AV
entre placas.

c) Suponiendo la carga almacenada como constante, si mo-
vemos el dieléctrico hacia la derecha una distancia dz,
scuanto vale la variacion dU de energia del condensador?

d) Deducir la fuerza que se ejerce sobre el dieléctrico.

L

1
x

Solucién

a) El condensador puede separarse en dos zonas, una rellenada con el
dieléctrico y otra, la zona vacia entre las placas. En ambas regiones el
campo eléctrico es aproximadamente constante y pueden tratarse por
separado (despreciamos el campo cerca de la interfaz entre las dos zo-
nas). De este modo los dos condensadores generados tienen una ca-
pacidad:

cogrx L

Cieléctrico () = OT
co(L—xz) L

Cvacio(x) = %

Queda por definir la capacidad del condensador en su conjunto. Para
ello, podemos observar que la carga total de las placas es la suma de
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las cargas de ambas placas:

QT = Qvacfo + Qdieléctrico

Dado que los condensadores tienen la misma diferencia de potencial al
estar las placas en equilibrio electrostatico tenemos:
_ @ _ Qvacio + Qdielectrico _ Qvacio + Quieléctrico _

AV AV AV AV
eoere L eo(L—x) L

h h
Es decir, la capacidad de este tipo de estructuras es similar a tener dos
condensadores conectados en paralelo.

CT (:C)

= Cvacio + C(dieléctrico =

b) La energia del condensador depende directamente de la capacidad y
de la diferencia de potencial:

Ulz) = %CT(,Q:)AVQ

¢) Si movemos el dieléctrico un dx hacia la derecha, la energia del con-
densador varia en:
_ou OCT(x) L(e,—1)

1 1
dU = “oda = SAVIE de = S AV £0

ox or 2 h du

d) Para este apartado conviene recordar la definicién de trabajo realiza-
do por una fuerza en un desplazamiento elemental dz:

dW = F -dz

El objetivo es relacionar la fuerza F con la variacion de energia del con-
densador. La variacion de trabajo es menos la variacion de energia po-
tencial dW = —dU vy la fuerza se despeja como:

aUu 1 IS L(ET — 1)

F=——=__AV2= T

dx 2 h
La fuerza que aparece sobre el dieléctrico es constante y tiende a tirar
del dieléctrico hacia dentro del condensador.
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8. Consideremos el circuito de la figura adjunta. Comenzamos
cargando el condensador C; con el interruptor S; cerrado. A
continuacion abrimos S; y cerramos S, cargando asi el con-
densador C5. S3 permanece abierto durante todo el proceso.
Datos: AV =20V, C; = 6,uF, Cy = 2/LF, R=109.

a) Calcular la carga inicial de C; y la carga final de cada

condensador.

A continuacion cerramos el interruptor S3 conectando los
dos condensadores a la resistencia R.

b) ¢Cuanta energia se ha disipado en la resistencia al que-
darse los condensadores totalmente descargados?

AV,

S

S2

S3

-

Cy —

Solucién

a) Inicialmente, la carga acumulada en el condensador C; sera:

Qi=Cy-AVy=6-10"5.20=120-10"5 C.

A continuacién, se abre el interruptor S; y se cierra el S,, de modo que
la bateria deja de actuar y los condensadores C; y C; se conectan en

paralelo.

AV,

Sl SQ 53
A
m— (O R— Co —— R
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Ahora, la carga que inicialmente estaba acumulada en el condensador
C1 y que hemos denominado Q; pasara a repartirse entre ambos con-
densadores sabiendo que tienen la misma diferencia de potencial, por

lo tanto: 0 0
AV = 2L <2
Ci (O

si ademas aplicamos la ecuacidn de conservacion de la carga:
Qi=Q1+Q2=120-10"°C

obtenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas que po-
demos resolver:

120 - 106
=—— — __—90-10°°C
@1 (14 Cy/Ch)
120- 10~
= — =30-10%C
@ (1+C1/Cy)

b) Finalmente, una vez conectados los condensadores a la resistencia,
un proceso de descarga tiene lugar.

S So S3
P P
AVO T 01 _ 02 — R

T T

Durante este proceso, toda la energia almacenada por los condensa-
dores se disipara en la resistencia mediante una corriente eléctrica. Por
tanto, en base al principio de conservacion de la energia, basta con cal-
cular la energia inicial almacenada por los dos condensadores:
2 2
g9, 9

=+ 22 —9.107%J
20, 20,

101
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9. Setiene el circuito que se muestra en la figura siguiente. La ca-
pacidad de los condensadores es respectivamente C; = 4 uF,
Cy =2 puF, C3 =2 pF y Cy =2 uF y la bateria tiene una f.e.m de
12 V. Inicialmente el interruptor S; esta abierto y el S, cerradoy
todos los condensadores estan descargados.

a) Calcular la carga en cada condensador y la energia
acumulada en el condensador C;.
A continuacion se abre el interruptor Sy y se cierra el S;.

b) Calcule la diferencia de potencial entre las placas de cada
condensador y la carga que acumula cada condensador.

So
Cy ——
AV Cy —_— —__ C
1 03 — 2
S \

Solucién

a) Con el interruptor S; abierto y S, cerrado tenemos los dos conden-
sadores C; y C, conectados en paralelo a la fuente de tension AV. En
este caso los dos condensadores tienen una carga:

Q1=C,-AV=4-107%.12=48-10"°C

Qy=Cr- AV =2-10°.12=24-10"°C

Nos proporciona una carga total Q7 = 72-1076 C.

Para calcular la energia acumulada aplicaremos la ecuacion correspon-
diente a cada uno de los condensadores, de este modo:

1 1
U, = 5ClAv2 = 54 uF12% = 288 p.J
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1 1
Uy = 5C2Av2 =52 uF12% = 144 pJ

b) En la segunda parte se desconecta la fuente de tension (se abre S,) y
se conectan otros dos condensadores (se cierra S1). Vamos a tener una
transferencia de carga entre los condensadores hasta que la diferencia
de potencial en los extremos de C4, C5 y la asociacion C5 con Cy sea la
misma.

Llamamos de momento C., al resultado de la asociacion de C5 y Cy en

serie:
1 2.1076.2.10°6

1/C5+1/C;y  2-106+2-10°0
Los tres condensadores C, Csy y Ceq €stan en paralelo y tienen la misma
diferencia de potencial AV”:

=1-10"%F

Ceq =

= @ = @ = Qeq
CVl CQ Ceq

AV’

La otra ecuacion necesaria, relaciona la carga de cada condensador con
la carga inicialmente almacenada. Por conservacion de la carga, la carga
inicial se ha repartido entre los tres elementos al cabo del proceso de
equilibrio:
QT :Q1+Q2+Qeq

Si sustituimos en esta ecuacion la carga de cada condensador en fun-
cion del voltaje:

Qr =C1- AV +Cy- AV +Coy - AV = AV’ - (C1 +Cy+ Cey) =72-107° C

Despejando, obtenemos una diferencia de potencial AV’ = 10,29 V. A
partir de este dato podemos hallar la diferencia de potencial y la carga
de cada condensador:

Q=C-AV' =4-1075.103=41,14-107 C

Qy=Coy -AV' =2-1075.10,3=20,58-10"° C
Qeg=Q3=Qs=Coy-AV' =1-107°-10,3=10,29-10"°C

103



MATERIAL DOCENTE

104

10. Se tiene un condensador plano de capacidad Cy = 10 pF y de
seccion S = 5 cm? y separacion d = 1 cm. Se carga mediante
una bateria de fuerza electromotriz V' = 12 V. A continuacion
se desconecta y se rellena con tres materiales dieléctricos de
permitividades relativas: e,1 = 2, g0 = 4 Y €,3 = 6, tal y como
se indica en la figura. Calcule la nueva diferencia de potencial
entre las placas del condensador.

s |
S/2 g ) I

I

(V]IS

Solucién

Para calcular la diferencia de potencial una vez relleno el condensador
con los dieléctricos necesitamos primero calcular la capacidad del con-
densador modificado.

Podemos tratar de forma independiente la parte izquierda y la derecha
del condensador. La razon por la que se pueden separar es porgue el
campo eléctrico es perpendicular a las placas en practicamente todo el
volumen. De algun modo no hay interferencia entre la parte derecha y
la parte izquierda. La capacidad sera entonces la suma de la capacidad
de la mitad izquierda y de la mitad derecha.

Si nos fijamos en la parte izquierda, tenemos un condensador plano de
superficie S/2 y separacion entre placas d. El volumen esta relleno de
un dieléctrico de permitividad relativa ¢,.1, con lo que la capacidad pasa

a ser:
505“5“

Cr="54

La mitad derecha esta compuesta de dos capas de espesor d/2 con
dieléctricos distintos. Nos limitaremos a decir aqui que equivale a poner
dos condensadores en serie, cada uno con una superficie S/2 y de se-
paracion entre placas d/2. Cada uno tendra una capacidad distinta en
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funcién del dieléctrico, asi:

Co — 606r25/2 - 8087»25
T 42 T d

Co — €0€T3S/2 - €0€T3S
ST a2 T d

La asociacion en serie de estos dos condensadores nos da la capacidad
total de la parte derecha del condensador:

O, — 1 - 60557-267«3
CT1Cy+1/Cs  d(era +e03)

Para terminar podemos calcular la capacidad total como:

€018 | coSeragrs _ oS (61+ Er2€r3 )

Cr=C+Ca= = dlerz+e3)  d \2 ' eaters

S T T —
CT—&:O(‘?HLE 2503 )_1,50-10 12
2 €r2 +€r3
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4.1 Ecuaciones relevantes.

« Intensidad de la corriente eléctrica.

Se define la intensidad de corriente eléctrica como el flujo de carga que

por unidad de tiempo atraviesa la seccion transversal S de un conductor
I= % = qnSuvy (4.1)

siendo ¢ la carga total de los portadores de carga, n la densidad de porta-

dores o portadores por unidad de volumen del conductor y vg la velocidad

media de desplazamiento de dichos portadores.

La unidad de corriente en el S.I. es el Amperio [A].

« Resistencia y resistividad. Ley de Ohm.
Cuando entre dos puntos a y b de un conductor hay una diferencia de po-
tencial AV implica que en el interior del conductor hay un campo eléctrico
E qgue genera una fuerza sobre los portadores libres de carga del conduc-
tor, F' = ¢E. Esta fuerza produce un moviento de dichos portadores lo que
nos lleva a la generacion de una corriente eléctrica.
El cociente entre la caida de potencial y la intensidad de corriente que
circula por un conductor se llama resistencia del conductor, R.
AV L
=7 =r3
donde p es la resistividad del material, L es la longitud del conductor y S
su seccion.
En el Sistema Internacional la unidad de resitencia se denomina Ohmio [€].

(4.2)

Una forma de reescribir la ecuacion (4.2) es la conocida como Ley de
Ohm:

AV =1IR (4.3)

segun la cual la caida de tensién en un conductor es el producto de la
intensidad que circula por él y por su resistencia.

= Fuentes.
Una fuente es un dispositivo que suministra energia a un circuito eléctri-
co. Se define la fuerza electromotriz de una fuente, € o f.e.m., como el
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trabajo por unidad de carga que realiza la fuente sobre la particula carga-
da cuando esta la atraviesa. Su unidad en el Sistema Internacional es el
voltio [V].

La potencia aportada por la fuente al ciruito viene dada por:

P=cl (4.4)

siendo I la intensidad que atraviesa la propia bateria. Su unidad en el Sis-
tema Intenacional es el Vatio [W].
Dentro de las fuentes podemos diferenciar dos tipos:

» Baterias ideales: son las fuentes que mantienen constante la diferencia
de potencial entre sus bornes, independientemente de la intensidad
gue suministren.

» Baterias reales: en este caso la diferencia de potencial entre sus bor-
nes depende de la intensidad que circula por ellas. Este efecto se pue-
de modelizar considerando una bateria real como una ideal con una
pequena resistencia en serie a la cual llamaremos resistencia interna,
r;. De este modo, la diferencia de potencial a la salida de la bateria es:

AV =¢—Ir; (4.5)

Potencia y energia consumida en una resistencia.
Cuando por un elemento resitivo de un circuito circula una intensidad de
corriente se produce una disipacion de energia en dicho elemento. El ritmo
al que se disipa esta energia es lo que denominamos potencia, y viene
dada por:
AV?

R
Si ahora tenemos en cuenta que la potencia no es mas que la energia
disipada por unidad de tiempo, podemos calcular la energia disipada entre
dos tiempos, to Yy tf, sin mas que aplicar su definicion:

P=AVI=TI’R= (4.8)

tf
E= / Pdt (4.7
to

en el caso de que la potencia no dependa del tiempo (corrientes constan-
tes), podemos obtener la energia disipada mediante:

tf V2
E= / Pdt = AVIAt = I?RAt = fAt (4.8)
to

siendo At =ty — 1.
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= Asociacion de resistencias.

» Asociacion en serie: sea un conjunto de resistencias Ry, Ry ... R, CO-
nectadas en serie, esta asociacion se puede simular mediante una uni-
ca resitencia a la cual denominaremos resistencia equivalente R, Yy
cuyo valor viene dado por:

Req=Ri+Ry+---+ R, =) R (4.9)

» Asociacion en paralelo: de igual modo si el conjunto de resistencias
Ry, Ry ... R, se conectan en paralelo, el valor de la resistencia equiva-
lente R., vendra dado por:

« Leyes de Kirchhoff.

« 1@ Ley de Kirchhoff: al recorrer un circuito cerrado, la suma algebraica
de las variaciones de potencial es igual a cero.

Zm =0 (4.1)

« 2% L ey de Kirchhoff: en toda union de un circuito donde la corriente
pueda dividirse (nodo), la suma de las corrientes entrantes (I;,,) es igual
a la suma de las corrientes salientes (I,,:)

ZIzn = ZIout (412)

4.2 Ejercicios

1. Un elemento de un circuito produce una energia de 10 kJ en 5
min. Calcular la potencia media producida.

Solucién

Se trata simplemente de calcular la energia transferida en un tiempo da-

do: AE 10000
Pm = — = s W
At 560 333
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2. El motor de corriente continua de una maquina industrial con-
sume una potencia 50 W durante 2 horas. A continuacion se
incrementa el esfuerzo requerido y el motor consume 100 W
durante 1 hora. Calcular la energia consumida a lo largo del pe-
riodo de funcionamiento.

Solucién

Se analizan los dos periodos por separado. Durante la primera parte:
tfin
E = / V(t)I(t)dt = PAt =50-2-3600 = 36 - 10* J
0

A lo largo del segundo periodo tenemos:
E; = PAt=100-1-3600 = 36-10%J

La energia consumida total es E; + Ey = 72 - 10%J

3. Un cable de cobre transporta una corriente continua de 20 A a
lo largo de una distancia de 2000 m. A partir de la informacion
disponible en el capitulo, hallar el diametro del cable para que
las pérdidas por disipacion en el mismo sean inferiores a 100 W.
Dato: pcy = 16,76 NQ2-m.

Solucion

Conocida la conductividad del cobre, la resistencia del cable se puede
hallar mediante la formula (4.2):

=7

con il = 2000 my p = 16,76 nQ-m. Las pérdidas, que no deben exceder
P = 100 W, se calculan como:

Pmam = }zmuzz-[2

es decir que la resistencia tendra que ser inferior a:

Pmaz
R < =75 =025 Q

La seccion minima del conductor para obtener esta resistencia sera:

pl

Snin > ——
e R7Tla$
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Y se obtiene S, > 1,34 - 107*m?2. Es decir, un diametro minimo de
13,06 mm

4. Una resistencia que puede disipar como maximo 100 W se di-
sefa para funcionar con una diferencia de potencial de 200 V,
responder a las siguientes preguntas:

a) ¢Cuanto vale la resistencia y qué intensidad circula por
ella?

b) ¢Qué potencia disipa la resistencia si se alimenta a 125 V?

Solucién

a) Como la potenciay la tensién son datos del problema, la resistencia
se puede deducir de la siguiente formula:
V22007

AV?
=z — R P771007400Q

P

La intensidad se calcula mediante la ley de Ohm:

AV 200
I=—=—=054
R 400 ’
b) Cuando se alimenta la resistencia con 125 V, la potencia disipada

sera: AV )

\%4 125

P = = =39W
R 400

5. Por un cable de cobre de 100 m de longitud y 10 mm? de sec-
cion, circula una corriente eléctrica de 1TA.

a) Calcular la resistencia del cable.
b) ¢Cual es la diferencia de potencial en sus extremos?
c) ¢Cual es la potencia disipada por el cable?

Datos: p. = 17-107% O-m

Solucién

m
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a) Laresistencia del cable se obtiene por aplicacion directa de la ecua-
cién que relaciona la resistencia con las caracteristicas fisicas del
cable y la resistividad del material (4.2):

pd  17-1079-100
R=Le 2L 0170
S 10-10-6 ’

b) La diferencia de potencial en los extremos del cable se puede cal-
cular usando la ley de Ohm:

AV=R-I=017-1=017 V

c) La potencia disipada por el cable se calcula facilmente al tener la
tension y la corriente que circula por el cable:

P=AV.-I1=0,17-1=0,17 W

6. Una resistencia de valor R se conecta a una fuente de voltaje,
V, de modo que la corriente que circula por ella es de 3 A. A
continuacion, se conecta otra resistencia de valor R/4 en pa-
ralelo con la primera. ;Cuanto vale la corriente total que circula
por el nuevo circuito?

Solucién

Para poder evaluar la corriente generada por la fuente de alimentacion,
necesitamos calcular la resistencia equivalente formada por las dos re-
sistencias en paralelo:

L _1, 1 5
Ry R

R/A™ R
Es decir Req = R/5.

Para calcular la diferencia de potencial de la fuente analizaremos la infor-
macion que nos proporciona el enunciado. Por un lado, cuando Unica-
mente la primera resistencia esta conectada a nuestra fuente de voltaje
podemos escribir

V=R-I=3-R

Por otro lado, al conectar la segunda resistencia, tenemos una resisten-
cia equivalente R., = R/5, con lo que la corriente generada por la fuente
una vez que la segunda resistencia ha sido conectada se puede hallar
facilmente mediante la ley de Ohm.

% 3-R

=V 3B
Rj5 R
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7. Dos resistencias, R4 Y Rpg, disipan la misma potencia, pero la
caida de potencial a través de la resistencia R4 es el doble que
la de la resistencia Rp.

a) Calcular el valor de Rg en funcién de R4.

b) Calcular la razén entre las intensidades que circulan por
Ray Rp (I4/Ip).

Solucién

a) Llamaremos AV, a la caida de potencial en R4 y AVy a la caida
en Rp. En el enunciado nos indican que las dos resistencias disi-
pan la misma potencia y que AV, = 2 AVg. El hecho de que las
resistencias disipen la misma potencia implica que:

AVZ  AVZ
Py=P, 4 -5
A B — Ra Ry
Despejamos Rp Y sustituimos AV, por 2AVg en la ecuacion ante-
rior:
o AVE AVE Ry
By =Raxye =Bagayyp = o

b) Ahora calculamos la relacion entre las corrientes. La potencia disi-
pada en ambas resistencias es la misma y se puede expresar en
funcion de las corrientes que circulan por cada una de las resisten-
cias:

Py=Pg — Rp-13 =Ra-I3

Si sustituimos los valores de las resistencias obtenemos la razéon

que se nos pide:
Lo _ [Fo_ [Rajt_
Ip Ra R

13
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Una bateria con una f.e.m. de 12 V tiene una diferencia de po-
tencial en sus extremos de 11,4 V cuando la intensidad sumi-
nistrada a un motor es de 20 A. Calcular:

a) ¢Cual es la resistencia interna de la bateria?
b) ¢Qué potencia suministra la bateria?

c) De la potencia suministrada, scuanta se pierde dentro de
la propia bateria?

d) Sien lugar de alimentar el motor, alimenta una resistencia
de 2 Q, scuadl es la diferencia de potencial entre los bornes
de la bateria?

Solucién

a) El problema se resume en el esquema siguiente:

14

A partir de esta figura y de los datos del problema, se puede en-
contrar la resistencia interna r de la bateria. Con la ley de Kirchhoff
se obtiene:

e—rl — Vab =0
dondeI =20A, V=114V, e =12 V.
Despejando de la ecuacion anterior obtenemos r = 0,03 Q.
La potencia suministrada por la bateria es:

P =Vl =11,4-20=228 W

La potencia que se disipa internamente en la bateria es la potencia
de la resistencia interna r. Esta potencia vendra dada por:

P.=7rI>=0,03-202=12W
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d) Cambiando el motor por una resistencia de R = 2 , se obtiene la
ecuacion del circuito:

e—rl—-RI=0

La corriente es entonces: I = 12/2,03 = 5,91 A. La diferencia de
potencial en los bornes de la bateria sera V, = RI = 11,8 V.

Esta diferencia de potencial también la podriamos calcular median-
tela ecuacion Vy, = —rI =12-0,03-5,91 = 11,8 V.

9. Calcular las corrientes marcadas en el siguiente circuito:

Al

SV == 20 Q2 10 ©
T I I

Solucién

Cada resistencia se encuentra conectada en paralelo a la fuerza electro-
motriz de 5 V. Para calcular la corriente basta con aplicar la ley de Ohm
a cada resistencia:

I =

I, =

La corriente I se obtiene aplicando la ley de Kirchhoff en uno de los dos
nudos del circuito. El balance de corriente nos proporciona la ecuacion:

Iy=I+ I, =075 A

15
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10. Calcular la corriente marcada y la diferencia de potencial de
las resistencias en el circuito de la figura:

50
SV ==

20 Q2

Solucion

La corriente de la malla del circuito se puede hallar calculando la resis-
tencia equivalente formada por las dos resistencias en serie cuyo valor
es R., = 20 + 5 = 25 Q. La diferencia de potencial en esta nueva resis-
tencia es 5 V y por lo tanto la corriente que atraviesa R., €s:

5

=
25

=02A

Esta es la misma corriente que atraviesa cada una de las resistencias de
52y 20 Q antes de juntarlas en una unica resistencia equivalente.

Una vez obtenida la corriente de la malla, se puede aplicar la ley de Ohm
a cada elemento para obtener la diferencia de potencial:

Va0 =02-20=4V

Vsaq=02-5=1V

11. Calcular la corriente marcada del circuito siguiente:

4Q

T 10 @

50
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Solucién

En este circuito queremos hallar la corriente de la fuente de 5 V conec-
tada a varias resistencias. Para resolver este tipo de circuitos, el método
mas directo es la reduccion de todas las resistencias a una unica resis-
tencia equivalente. Dado que solo hay resistencias, se puede encontrar
un equivalente Unico conectado a la fuente de fuerza electromotriz.

Empezando por las resistencias en paralelo tenemos:

1 1 1

R0 5
dando el resultado numérico R; = 10/3 Q. El circuito parcial con esta
resistencia equivalente es:

4Q

5V Ry

Quedan dos resistencias en serie: Ry =4+ Ry = 22/3 Q. La Ultima etapa
consiste en despejar la corriente:
5 15

12. Calcular las corrientes marcadas en el circuito siguiente:

490
7 Ly I

5V 10 ©2 5Q

Solucién

En este problema observamos que las dos resistencias de 10 Qy 5 Q
estan en paralelo. Por definicion tienen la misma diferencia de potencial

n7
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en sus bornes. Aplicando la ley de Ohm a cada resistencia se obtiene la
igualdad:
101, = 51,

En el ejercicio anterior hemos obtenido la corriente de la fuente de fuerza
electromotriz de 5V, siendo I = 15/22 A. En el nudo de marcado en la
figura siguiente, se aplica el balance de corriente de la ley de Kirchhoff:

4Q

10 Q 5Q

Se obtiene I = I + I,. Usando la relacion entre las corrientes I e I, se
consigue:
L +21L =1

Despejando la corriente I, llegamos a I; = I/3 = 5/22 A. La corriente
Iryesl, =2I = 10/22 A.

13. Si por el circuito de la figura circula una corriente I = 1 A, cal-
cule el valor de la fuerza electromotriz, g, de la bateria.

80
1
N7
IA a +
+
= AVbD 10

Solucién

Para poder encontrar el valor 5 podemos aplicar la ley de Kirchhoff a la
malla del circuito eligiendo un sentido para el balance de diferencia de
potencial.

Una vez fijada la corriente, en las resistencias la corriente circula de
potencial alto a potencial bajo. Por lo que es util indicar un signo + en el
extremo de potencial alto y un - en el potencial mas bajo.
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A la hora de aplicar la ley de Kirchhoff sobre un recorrido cerrado del
circuito, se pueden observar las bajadas y subidas de potenciales. Al
recorrer el circuito, si el potencial baja (de + a -) restamos esta diferencia
de potencial al balance de la ecuacion. Para subidas (de - a +) sumamos
estas diferencias.

La suma neta sobre una malla siempre resulta cero en el contexto de las
leyes de Kirchhoff:
co— AV, — AV, =0

Dada la corriente I = 1 A, podemos calcular las diferencias de potencial
AV, y AV, con laley de Ohm: AV, =81 =8Vy AV, =101 =10 V.
Suman gg = 18 V.

14. Obtener las corrientes marcadas en el circuito siguiente.

50 1002
1 1
| I | I
LA I3 Al
+
T 20V 150 = 10V

Solucién

Este circuito tiene dos mallas independientes que no se pueden reducir
mediante asociaciones de resistencias en serie o0 paralelo. Por lo tanto,
tendremos que plantear las ecuaciones de Kirchhoff para uno de los dos
nudos y para ambas mallas. Un primer paso para la resolucion es marcar
en el circuito las diferencias de potencial, los nudos y el sentido elegido
para aplicar la ley de Kirchhoff:

19
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+
= 10 V

1l
'
I+
S
<
=
—
ot
2
1l

Empezamos por plantear las ecuaciones de las dos mallas comenzando
ambas por el nodo b:

A:Vy+V,—20=0

B:10-V. -V, =0

Para completar el sistema aplicamos la ley de Ohm para cada resistencia:

A:15I5+501 —20=0

B:10 10l — 1513 =0
Son dos ecuaciones lineales independientes con tres incognitas. La ul-
tima ecuacion procede de uno de los dos nudos a y b. El balance de
corriente para estos nudos es idéntico, cualquiera de los dos es valido.

Para el nudo a):
L +1=13

El sistema de ecuaciones completo es:

1515 + 511 = 20
1015 + 1515 = 10
Ltl—I3=0

La solucién del sistemaes: I; = 1,27 A, I, = —0,36 A, I3 = 0,91 A.
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15. Calcular la resistencia equivalente formada por la asociacion
de resistencias del circuito siguiente:

50

10 © 10 ©

Solucién

Cuando tratamos de reducir una red de resistencias a una Unica resis-
tencia equivalente debemos fijarnos primero en las resistencias en serie.
En este caso aparecen dos ramas con una resistencia de 5 Q y otra de

10 Q en serie. La suma es 15 2 y obtenemos el siguiente circuito simpli-
ficado:

15 Q
[ ] b

15 Q
a [ ]

Aparecen claramente dos resistencias en paralelo de 15 Q cuya asocia-

cién no da una resistencia equivalente de R., = 12 Q.

16. Calcular la resistencia equivalente entre los puntos a y b forma-
da por la asociacion de resistencias del circuito siguiente:

b
10 T 10 ©
1 1
L 1 L 1
10 10 Q
1 1
L 1 L 1
10 10 Q
a1} —
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Solucién

Para resolver este circuito primero asociamos las resistencias en serie:

10 kT) 10

1 1
| | | I

Tenemos dos resistencias de 20 Q conectadas en paralelo, la asociacion
de las dos es una resistencia equivalente de 10 Q:

b
10 T 10 ©
| — |
LT L
10 @
ae

En este Ultimo circuito tenemos dos resistencias de 10  en serie cuya
resistencia equivalente es R.,; = 102 + 10Q2 = 2012, que a su vez esta
en paralelo con la tercera resistencia de 10 Q. La resistencia equivalente
total es:

1 20

Bea =30+ 1710~ 3

Q
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17. En el circuito de la figura siguiente tenemos dos interruptores
S1 Yy Sy inicialmente abiertos:

a) Calcular las corrientes marcadas estando los dos interrup-
tores abiertos.

b) Se cierra el interruptor S;, calcular de nuevo las corrientes
I el.

c) Se abre el interruptor S; y se cierra S,, calcular la energia
disipada en la resistencia Ry durante 6 minutos.

Datos: Ry =39, Ry =30, R3 =20, Ry =80, Rs =6 Q,

Rg =20
R
—1__
R Rg
— 1
So
/\]é
5V —— Y13
Ry
S
1 I}i
1
5V
Solucion

a) Cuando los dos interruptores estan abiertos no hay corriente circu-
lando en ninguna de las ramas del circuito y por lo tanto, todas las
corrientes son nulas.

b) Al cerrar el interruptor S;, con el otro interruptor abierto, se conec-
tan en serie las dos fuentes de 5 V. Al estar con polaridades opues-
tas, la fuerza electromotriz resultante es nula y las corrientes son
de nuevo todas nulas.

c) Al cerrar S5, con S; abierto, se establece un circuito formado por
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la fuente de 5 V en serie con la resistencia Ry y las resistencias
R3 Yy Rg en paralelo. Como consecuencia, la corriente I3 e I; son
idénticas. El resultado numérico es:

5

= Rs-Re
By + iR

L=1I =1,25 A

Se puede hallar la energia que disipa la resistencia R, durante 6
minutos en julios:

Ep, = Ry-I? - AT =3-1,25%-6-60 = 1687,5 J

18. Calcular las corrientes I, Iy, I3 del circuito siguiente.
Datos:R1:3Q,R2:3Q,R3:2Q,R4:8Q,R5:GQ,
Rg =20

Ro Rs
}12
Is Ry 5V
R

1 I
5V T Rs
Ry

Solucidn

Podemos observar que este circuito tiene Unicamente 3 corrientes di-
ferentes que son las que debemos calcular. Necesitaremos por tanto 3
ecuaciones independientes.
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R, s
+ - (a) — +
I * L 0
- AL
Ms R; =5V

di ) i

Estas ecuaciones las plantearemos aplicando la 1* Ley de Kirchhoff a
dos mallas independientes y la 2¢ ley de Kirchhoff al nodo (a) indicado
en la figura del circuito. Se consideran las corrientes que entran al nodo
como positivas y las corrientes salientes negativas.

R3l; — Rols — RiI3 — RyI3—5=0
R3l1 — Rsls — Rgla —5+5=0
.[1 + IQ + .[3 = 0
Tenemos un sistema de tres ecuaciones que podemos resolver con me-
todos habituales de resolucion de sistemas lineales. Sustituimos los va-
lores en el sistema:
211 — 313 — 313 — 813 =5
21 — 61, — 21, =0
L+L+13=0
La segunda ecuacion nos da inmediatamente una relacion entre I e I:

I, = 41,. Usando esta ecuacion y sustituyendo I en la tercera obtene-
mos:

1 5
Il+I2+13=I1+111+13:111+13:O

Esta ultima ecuacion puede sustituirse en la primera ecuacion del siste-
ma para obtener I;:

5 39
20 — 1415 =21 + 141.71 = ?Il =5

Dealli I; =10/39 A, I, =5/78 A e Iy = —25/78 A.

125



MATERIAL DOCENTE

El hecho de que I5 tenga un valor negativo significa que la corriente I3
circula en el sentido opuesto al que nos ha marcado el enunciado. Si ob-
servamos el circuito del problema, las tres intensidades se han dibujado
saliendo de uno de los nodos (o entrando si nos fijamos en el otro nodo),
por lo que si queremos que se cumpla la 2¢ Ley de Kirchhoff, alguno de
los términos tiene que tener signo negativo simplemente por el principio
de conservacion de carga.

19. Calcular las corrientes I, Iy, I3 del circuito siguiente.
Datos:R1:3Q,R2:3Q,R3:2Q,R4:8Q,R5:6Q,
Rg =20

Rs Rg
— 1
Ry R3
— 1
y Vb \ 2B
R, I
e
5V
Solucidn

Para resolver este problema, antes de ponernos a plantear ecuaciones,
es conveniente reducir el circuito usando asociaciones de elementos
resistivos. Asi, por un lado estan Ry y Rs en paralelo y por otro lado Rs3
y Rs también conectadas en paralelo, de modo que obtenemos R.q1 Y
R.q2 respectivamente.
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Reql o Rqu

Calculamos las resistencias equivalentes Req1 Y Rego:

24
Req1 =1/(1/Ry +1/R5) = - Q

Rep =1/(1/R3 +1/Rg) = 10
En el circuito obtenido tras la simplificacion, aparecen Ry y Req1 €n serie,

con lo que podemos redibujar el circuito de una forma mas amena para
su resolucion:

Reql + Rl o o Req2
+ 1 ° 1 +
| I | | I |
Al tyls I A

+ +
S5V == Q RQO A%

Podemos establecer el sistema de ecuaciones independientes usando
las leyes de Kirchhoff que permite resolver el circuito. Las dos primeras
ecuaciones proceden de las mallas siguiendo el sentido marcado. La ul-
tima ecuacion se deduce aplicando la Ley de Kirchhoff al nudo marcado
arriba:

(Reql + Rl)IZ + RQIg —5=0
Rqull + Rol3 —5=0
Il + 12 - 13 =0
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Sustituimos los valores y resolvemos el sistema de ecuaciones:

45
— I +3L; =5

I +3I; =5
L+T—I3=0

Lasoluciones: I = 22 A, I, = 25 A, I3 = 280 A,

20. Calcular la resistencia equivalente entre los puntos a y b forma-
da por la asociacion de resistencias del circuito siguiente:

10 @

Solucién

Aunque este circuito parece complicado, se puede reducir con facili-
dad si nos damos cuenta de que las resistencias de 10 © de la rama de
arriba y de la rama de abajo estan en paralelo dos a dos. Para ello de-
bemos observar que los vértices de las ramas superior e inferior estan
conectados mediante un hilo conductor, 1o que hace que se encuentren
al mismo potencial.

La reduccion es ahora trivial, en la rama de abajo tenemos 3 resistencias
en serie de 10 Qy en larama de arriba son 3 resistencias de 5 Q) en serie.
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El resultado es una resistencia de 30 Q en paralelo con una resistencia
de 15 Q en serie cuyo equivalente vale: R, = 10 €.
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5 GENERACION DE CAMPO MAGNETICO

5.1 Ecuaciones Relevantes.

« Campo magnético generado por una carga puntual en movimiento.
Cuando una particula con carga ¢ se mueve con una cierta velocidad ¢
genera un campo magnético en el espacio que la rodea. Este campo mag-
nético viene determinado por la siguiente ecuacion:

g

By e ,UO q{)’ X ﬁT
B(r) = — 1
(r) = 221 (51)

Con @, = 7/ry r = ||, siendo 7 el vector que parte de la carga y finaliza
en el punto donde se quiere determinar el campo magnético.

Las unidades del campo magnético en el Sistema Internacionacional es el
Tesla [T], que viene definido como 1 T=1N-A=t.m~!

Yy
oq:ﬁ

z

y la constante pq es la permeabilidad magnética del vacio que en unidades
del Sistema Internacional tiene un valor de pg = 47 -10~7 T-m-A~1=N-A—2,

« Ley de Biot y Savart.
Cuando en lugar de una Unica carga tenemos una corriente eléctrica I,
deberemos aplicar la Ley de Biot y Savart cuya expresion para un elemento
diferencial de corriente viene dada por:

Lo o Idl % @,
dB(T) = P (5.2)
Aplicando la ecuacion (5.2) podemos obtener los campos generados por
distintos conductores por los que circula una corriente |.

A continuacion se presentan varios resultados sencillos de obtener me-
diante integracion directa.

En ellos Unicamente representamos el moédulo de B, y su sentido vendra

determinado por el producto Idl x i,. Como regla sencilla para obtener el
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sentido del campo magnético aplicaremos la conocidad como regla de la
mano derecha o regla del sacacorchos.

Campo magnético generado por una espira de radio R en su centro.

_ bl

2R
Campo magnético generado por una espira de radio R en un punto de
su eje longitudinal situado a una distancia = del centro de la espira.

B (5.3)

- 12%) 27TR2I - Ho RQI (5 4)
T E(zz + R2)3/2 9 (22 + R2)3/2 ‘

Obsérvese que las expresiones (5.3) y (5.4) coinciden cuando considera-
mos la distancia x = 0.

Campo magnético generado por un solenoide finito en un punto de su
eje.

Si consideramos que respecto del punto del eje donde queremos calcular

el campo magnético los extremos del solenoide estan en los puntos —a y
b, el campo magnético lo podemos expresar como:

o b a
B=27 + (5.5
2 n(x/b2+R2 \/a2+R2> )

donde n es la densidad de espiras o numero de espiras por unidad de
longitud (n = N/L), L es la longitud del solenoide y N su numero total de
espiras.

Campo magnético generado por un solenoide infinito en su interior.
B = ponl (5.8)
Podemos comprobar que las expresiones (5.5) y (5.6) coinciden cuando

particularizamos la primera para el casoa — —oco y b — +oo.

Campo magnético generado por un conductor rectilineo de longitud L
en un punto situado a una distancia d.
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_ Hol b a _pol :
B="— (\/b2+d2+\/a2+d2)_4ﬁd(3|n61+sm62) (5.7)

« Campo magnético generado por un hilo rectilineo infinito.

_ ol
B=1 (5.8)

donde d es la distancia del hilo al punto.

Podemos comprobar que las expresiones (5.7) y (5.8) coinciden cuando
particularizamos la primera para el caso a —+ —oo Yy b — 400, 0 cuando
91 = 92 = 71'/2.

Campo magnético generado en el interior de un toroide de radios a y b.

B— poN T
27r

(5.9)

donde N es el numero de vueltas del solenoide y donde a <r <b.

En este caso el campo magnético generado en el interior del solenoide
tiene sentido tangente a la circunferencia de centro el centro del toroide y
radio r.

Fuera del toroide el campo magnético es nulo.

Ley de Gauss para el magnetismo.

De forma similar a como se definié en el capitulo 1 el flujo eléctrico ¢.,
podemos definir el flujo magnético como una cantidad relacionada con el
numero de lineas de campo que atraviesan una superficie. Sin embargo a
diferencia de las lineas de campo eléctrico, las lineas de campo magnético
son lineas cerradas. Esto nos lleva a afirmar que el flujo magnético a través
de la superficie que delimita un volumen cerrado siempre es cero.

P j[ B - ii,dA = j{ BndA =0 (5.10)
S S
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En el Sistema Internacional la unidad del flujo magnético es el Weber [Wb]
y su valor es TWb=1T-m2.

Ley de Ampére.

La Ley de Ampeére se utiliza para calcular el campo eléctrico generado por
distribuciones continuas de carga bajo unas determinadas condiciones de
simetria.

En este caso, la Ley de Ampere nos permitira calcular el campo magnéti-
co generado por corrientes continuas con un alto grado de simetria tales
como el conductor rectilineo infinito, el toroide y el solenoide infinito.

fé-df:f Bydl = polc (5.11)
C C

Ic representa la suma algebraica de las intensidades de corriente que
atraviesan la superficie delimitada por la curva C. El sentido positivo para
el camino de integracion viene dado por la direccion de la corriente I de
acuerdo con la regla de la mano derecha.
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5.2 Ejercicios

1. Dos hilos conductores paralelos estan situados segun la
direccion del eje 2. El primero de ellos pasa por el origen de
coordenadas (0,0) y por él circula una intensidad I; = 3,2
A. El segundo pasa por el punto (0,3) m y por él circula una
intensidad I, = 5 A. Los sentidos de ambas corrientes vienen
indicados en la figura.

a) Dibuje el campo generado por cada uno de los hilos en

los puntos Py Q que se indican en la figura.

b) Determine el valor del campo magnético total en los pun-

y;

3m

\
1
Ky

4m
3m

Solucién

a) Para proceder al dibujo de los campos magnéticos generados por
cada hilo, deberemos tener en cuenta la ley de Biot y Savart, segun
la cual el campo magnético generado por un elemento de corriente
es perpendicular al plano generado por el hilo y el vector que va
desde el hilo hasta el punto donde queremos calcular el campo.
Teniendo en cuenta esto,
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< 1
\\ 1
Sm IS |2 By
\\ I
1 |
Yerll afs.
_\'@: > z
4m o
3m "Bl
v ]Q
Bl BQ

b) Procedamos a calcular el valor de los campos en los puntos Py
Q. Para ello, una vez que sabemos el sentido de cada uno de los
campos, calcularemos su modulo mediante la ecuacion (5.8) y los
sumaremos vectorialmente.

Punto Q@

— - — I - I - -
Br=D5+ B, =15+ ‘;0—622 — _047-10°77 T
Y[

Punto P

En este caso lo primero que debemos hacer es la descomposicion
del campo B, en sus componentes z e y, para lo cual haremos uso
de las razones trigonomeétricas del angulo a que hemos indicado

en la figura.
. /L()E) 3 6 _7
By, =BySina=——--=--100"T
2e = 2= s 5 5
po5 4 8 .
Byy=ByCosSa=—--=—--107"T
29 =Bacosa =g 2 p=5-10

Finalmente procedemos a sumar los campos, teniendo en cuenta
que el campo B; Unicamente tiene componente y:
5 ko, = 8

B; = ) =—-2-10"77
1 27r4( J7) 5 07"

El campo total que obtendremos sera:

ET = El + Bg = él + B27zg+ BZ,yj
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2. Dos hilos rectilineos, paralelos y horizontales estan separados

100 cm. Por el punto A pasa una corriente I, = 3 A dirigida
hacia fuera del plano de la figura. Determine:

a) Laintensidad y el sentido de la corriente en el conductor
C si el campo magnético en el punto N es nulo.

b) El campo magnético en el punto P.

%

100 cm

100 cm P

100 cm

Q
>® <

50 cm

Solucion

a) Como queremos que el campo magnético en el punto N sea nu-

lo, la corriente que pasa por el punto C debera generar un campo
magnético que anule el generado por la corriente 14. Aplicando la
regla de la mano derecha, el campo magnético generado por I4
tiene sentido hacia la derecha, por lo tanto, el campo generado por
Ic debera ir hacia la izquierda. I debera apuntar hacia dentro del
papel. Para determinar su intensidad deberemos igualar los médu-
los de los campos generados por ambas corrientes aplicando la
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ecuacion del campo de un hilo infinito (5.8).

uola  polc rod  polc

Bs = Bec — = =
AT PO 9rds T 2mde | 2115 2105

—>IC:1A

b) Una vez que hemos obtenido la corriente I y su sentido, para cal-
cular el campo magnético en el punto P lo primero que debemos
hacer es un dibujo de los campos generados por ambas corrien-
tes, pues esto nos facilitara la descomposicion de los campos y su
posterior suma.

IA?

Una vez dibujados los campos magnéticos, los descompondremos
en sus componentes z e y. Para calcular sus modulos aplicaremos
la ecuacion (5.8).

9305

Ba,=Basina= =3.107"T
et S U
3v3/2
BA,yZBACOSa=50—1fT/=3\/§-10—7T
™
H ,U/01055 —7
Bey=Besina=——=1-100"T
Co = DO = o1 1
1+v3/2
qu:—BCCOSa:—572—1\[%:_\/5.10*71'

Sumando las componentes z e y, obtendremos el valor total del
campo en P.

Bp=(4-10777+2V3-1077j) T
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3. Dos corrientes indefinidas, I; e I, dirigidas segun el eje z cortan
el plano xy por los puntos (0, 0) my (9, 0) m respectivamente.
La corriente I; lleva sentido negativo y tiene un valor de 2 am-
perios. Sabiendo que el campo magnético generado por ambas
corrientes en el punto (6, 4) m solo tiene componente segun el
eje y, calcule el valor y sentido de la corriente Is.

Solucién

Para afrontar este problema lo primero que debemos hacer es un di-
bujo en el que se representen ambas corrientes asi como los campos
magnéticos que generan.

Para la corriente I;, dado que nos dan su sentido, el campo es sencillo
de dibujar sin mas que aplicar la regla de la mano derecha. Sin embargo,
para determinar el sentido de la corriente I, deberemos utilizar el hecho
de que el campo magnético total en el punto (6, 4) m solo tiene compo-
nente y vy, por lo tanto, el campo magnético que genera la corriente I,
debe tener una componente segun el eje x que se oponga a la del cam-
po magnético generado por la corriente I;. Con todo esto, deducimos
que el sentido de la corriente I, debe ir en el sentido positivo del eje z 0
lo que es lo mismo hacia fuera del papel.

Una vez que tenemos el sentido de ambas corrientes, podemos dibujar
los campos magnéticos que generan, obteniendo la siguiente figura. En
esta figura se han marcado los angulos necesarios para proceder a la
descomposicion de ambos campos.

yA

g
<t
I
<

Tal y como se ha comentado antes, las componentes 2 de ambos cam-
pos deben anularse. En este caso, el sentido de la corriente I ya se
ha tomado de modo que la componente del campo que genera anula la
componente z del generado por Iy, por lo tanto, lo Unico que tenemos
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que hacer es igualar el médulo de ambas componentes. Para proce-
der a la descomposicidn de los campos magnéticos haremos uso de los
angulos y distancias que se han senalado en la figura anterior. De este
modo:

20 . 20 h
_No;sm Mo 4

By, = 10 _ M2t
! 4 dy T dy dy
po 21 . po 212 h

By =02 ging="2222
2 A1 dsy p 4m dy dy

Si finalmente igualamos ambas componentes,

L I 2 Iy

CT%*d*%H62_|_42*32_,_42H

I, = 0,96 A

4. Setienen dos cables rectilineos paralelos indefinidos. El prime-
ro de ellos situado sobre el eje z es recorrido por una intensidad
I; = 2 A en el sentido negativo del eje. El segundo hilo pasa por
el punto (0, 4, 0) m.

a) Calcule la intensidad que circula por este segundo hi-
lo conductor (modulo y sentido) sabiendo que el campo
magnético en el punto (0, 2, 0) m es By = —0,3uT 7

b) ¢En qué punto(s) del eje y el campo magnético sera nulo?

Solucion

Antes de ponernos a resolver el problema es conveniente realizar un
dibujo en el que se pueda apreciar de forma clara la posicion de los hi-
los y que nos permita determinar la direccion y sentido de los campos
magnéticos que estos van a generar. Cuando se hagan este tipo de di-
bujos es fundamental tener en cuenta que el sistema de referencia debe
cumpliri x j = k. A continuacion, presentamos dos posibles esquemas
validos para la resolucion del problema.
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k -

J
J S|y
pLi

Y 41m
2m

I =2A8—

I =2A I

a)

Puesto que el campo magnético total en el punto (0, 2, 0) m lleva
sentido —i y como la corriente I; situada sobre el eje z genera un
campo segun i, esto nos lleva a deducir que la corriente I, situada
en el punto (0, 4, 0) m, deberd llevar sentido —k para que de este
modo el campo que genere lleve sentido —i.

Calculemos el valor de la intensidad de corriente que circula por el
segundo conductor. Para ello aplicaremos la ecuacion (5.8) a cada
una de las corrientes y haremos su suma vectorial. De este modo,

o2+ pola, =
- 2y ol

By =B+ By — —0,3-107% =
T 1+ By — —0,3-107"¢ 27T2’L 90

polz Ho2

272 272
Fijandonos en el esquema de la izquierda, observamos que a la iz-
quierda del hilo Tambos campos apuntan hacia el interior del papel,
mientras que a la derecha del hilo 2 ambos campos apuntan hacia
fuera. Por lo tanto, el Unico punto del eje y en el que el campo mag-
nético es nulo debe estar situado entre ambos hilos.
Para calcular la posicién exacta, deberemos igualar los modulos de
los campos generados por ambas corrientes. Si consideramos que
la distancia desde el punto hasta el hilo 1 es d, la distancia desde el
punto hasta el hilo 2 sera (4 — d). De este modo,

=0,3-107%+ —~I,=5A

poli  pols

B =B _
L= ord T @ —a)

8
d=-m
—e=7
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El punto del eje y donde el campo magnético es nulo es (0, %, 0) m.

5. Consideramos un trayecto orientado siguiendo un circulo de ra-
dio 10 cm centrado en el origen en el plano Ozy. La orientacion
del trayecto sigue el sentido horario del circulo. Tenemos un ca-
ble con corriente I; = 2 A que cruza el circulo en el sentido de
los z crecientes y otro cable con corriente I, = 5 A que cruza el
circulo en el sentido de los » decrecientes.

Aplicando la Ley de Ampeére, calcular la circulacion del campo
magnético a lo largo del trayecto descrito.

z
A
IQ Y Il
N
NS
[6) Yy
I\:1:

Solucién

Si aplicamos la Ley de Ampere al trayecto marcado, se puede obtener
el resultado sin realizar la integracion del campo. Sin embargo, hay que
tener cuidado con la suma de las corrientes dado que la orientacion del
trayecto y el sentido de las corrientes influyen el resultado.

Fijandonos en el trayecto y usando la regla de la mano derecha, pode-
mos ver que la corriente I, contribuye a una suma positiva a la integral: si
colocamos el pulgar en el sentido de Iy, podemos observar que cerran-
do la mano el sentido descrito coincide con la orientacion del trayecto.
Al contrario que la corriente I; que restara a la integral.

Por lo tanto:

7{§~df:uo(lg—ll):47r(5—2):3,77-10‘6T-m
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6. Obtenga la expresion del campo magnético generado por un
hilo infinito de radio R por el que circula una corriente I unifor-
memente distribuida por la seccion del hilo.

Solucién

Para resolver este problema aplicaremos la ley de Ampere (5.11) en dos
regiones distintas, una dentro del hilo (r < R) y otra fuera (r > R). Para
facilitar la comprensién del problema es util realizar una vision frontal
del hilo y tomar como superficies para aplicar Ampére dos secciones
circulares centradas en el eje del hilo de radios r; < Ry r2 > R. En este
caso supondremos que la corriente apunta hacia nosotros, por lo tanto
el campo que se genera en las circunferencias que limitan ambas super-
ficies son tangentes a ellas tal y como se muestra en la figura adjunta.

fé-df:ﬂofc
C

T > R
Este caso es sencillo ya que la corriente que atraviesa la superficie
de radio r, es toda la corriente total que transporta el hilo conductor,
es decir I = 1y por lo tanto:

pol

271y

j{ gdf: Bs2mry :,U,oIC — By =
e}

De este modo si generalizamos a cualquier punto externo al hilo ob-

tenemos:
_ ol

B(r) = 2mr
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T < R
Ahora la corriente que atraviesa la superficie limitada por la circun-
ferencia de radio r; no es la corriente total, I, sino que es solo una
proporcion de esta la que nos interesa. Esta corriente I¢ la podemos
determinar en funcion de las secciones del hilo y de la superficie de

radio T1, de este modo:
[ 1 2 -Z"%
C = "o RQ”rl = 7R2

2
Iry

Una vez determinada I¢ aplicamos la ley de Ampere
= Ho R2

% g . df: B127T7’1 = ,U,()Ic
C
De este modo si generalizamos a cualquier punto interno al hilo ob-
tenemos: /
Ho
B(r) = 27rR2T

Resumiendo, el campo magnético en el interior del hilo va aumentan-
do su moédulo de forma lineal conforme nos alejamos del eje central,
mientras que una vez fuera del hilo el médulo del campo decrece

como 1/r.
A modo de ejemplo, si suponemos que por un hilo de 1cm de radio circu-

la una corriente de 1 amperio, la grafica que obtenemos es la siguiente.
En esta grafica se pueden apreciar claramente las dos regiones: en el
interior del hilo la intensidad del campo magnético crece de forma lineal
con la distancia al centro del hilo, mientras que una vez fuera el campo

decrece como L.

4.0x107° F \
/ \\

1.0x107°
/
/
/
r/f/
0.02 0.03 0.04 0.05

0.00
r (m)
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5 GENERACION DE CAMPO MAGNETICO

7. La figura muestra dos secciones frontales de conductores pa-
ralelos, muy largos y perpendiculares al plano xzy. Cada uno de
ellos transporta una corriente I, pero en sentidos contrarios, tal
y como se muestra en la siguiente figura.

a) Dibujar el campo magnético creado por cada uno de los
conductores, asi como el campo magnético resultante en
el punto P.

b) Hallar la expresion del médulo de B para cualquier punto
del eje z, en funcion de la coordenada z.

c) ¢Para qué valor de z B es maximo?

d) Construir una grafica que represente B en funcion de z.

Solucién

a) Aplicando laregla de la mano derecha, podemos dibujar los campos
magnéticos generados por los cables 1y 2, By y B, respectivamen-
te, obteniendo la siguiente figura:
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Yy
187
ol o
~ T ‘o Bl
CL] =~ ~ - p : -
a~ - Br
_ T
a - - Ea ~
®I/ - | BQ
2= = > |

b) Para calcular el campo magnético resultante, primero calcularemos

el modulo de cada uno de los campos para posteriormente des-
componerlos en sus componentes z e y y proceder a su suma.
Para calcular el modulo de ambos campos magnéticos aplicaremos
la formula de campo magnético generado por un hilo infinito:
ol

B
2mr

donde la distancia r se deduce directamente aplicando el teorema
de Pitagoras r = V2 + a?. En este caso, tanto la distancia entre
los conductores y el punto P como la intensidad que circula por
los hilos es la misma, y por lo tanto los modulos de ambos campos
seran iguales | By| = | Bs| = B, y su valor vendra dado por:

g _ Ml
2V x? + a?
Al descomponer ambos campos en sus componentes segun los
ejes x e y obtendremos:

_ _ pol ,
le - BQ:I: - o /7172 +CL2 Sina
pol
By, = —By, = ————COS«
t 2 2nvx? + a?

Observe que las componentes segun el eje y tienen igual médulo
pero sentidos opuestos, lo que implica que ambas componentes
se anulan mutuamente, con lo que el campo magnético total sera
unicamente la suma de las componentes z de ambos campos. Si
ademas expresamos sin « en funcion de los parametros geométri-
cos del problema nos queda:

I . I
Ho sina = — 10 a

Br =B+ By =2—————
r ! 2 27V 22 + a? m™x2 + a2 V12 + a2
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pola
(22 + a?)

Br =

Dandole caracter vectorial al campo magnético resultante obtene-

MOosS:
5 MOIG -

Br=—7F—-
T 7r(x2+a2)l

Para calcular el valor de z para el cual el campo magnético es ma-
ximo simplemente deberemos calcular el maximo de la funcion ob-
tenida anteriormente:

@ B i wola _ wola2x
de  dr \w(22+4+a2))  7w(x? +a?)?

La unica solucion de la ecuacion anterior nos lleva a obtener que el
punto z = 0 es un punto extremal. Para saber sies maximo o minimo
debemos volver a derivar y estudiar el signo de esta derivada en
dicho punto

B de tola B 72,uola(a? — 32?)
dr?  da? \7m(224+a2)) m(a? + x2)3

Al sustituir z = 0, la expresion tiene signo negativo y por lo tanto
obtenemos que el punto x = 0 es el punto del eje x para el cual el
campo magnético alcanza su valor maximo.

A este resultado podriamos haber llegado de una forma intuitiva
simplemente razonando que el modulo del campo magnético es in-
versamente proporcional a la distancia y el punto que se encuentra
a una distancia minima de ambos cables en este caso es el punto
x = 0, por lo tanto si la distancia es minima, el campo sera maximo.
Esto es posible hacerlo porque la distribucion de los hilos es simé-
trica y las corrientes que circulan por ellos son iguales, en caso de
no ser asi deberemos proceder como se ha mostrado anteriormen-
te.

Para construir una grafica del valor del campo magnético a lo largo
del eje z deberemos hacer uso de algun programa de represen-
tacion grafica (Excel, Matlab, Mathematica, etc.). En nuestro caso
presentamos la grafica obtenida para los valores I=5 A, a=5 cm
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8. Sea un hilo infinito situado sobre el eje z por el que circula una
corriente I; = 2 A en el sentido positivo de dicho eje. Calcule:

a) El campo magnético que genera la corriente en el punto
(2,0,0) m.

b) El punto del plano zy por el que debe pasar un segundo
hilo, paralelo al anterior, por el que circula una corriente
I, = 3 A para que el campo magnético total en el punto
(2, 0, 0) m sea nulo. Considere que la corriente en este
segundo hilo también lleva el sentido positivo del gje z.

c) Repitalos apartados anteriores para el punto (3, 4, 0) m. ¢ Y
si la corriente en el segundo hilo llevase sentido opuesto?

Solucién

a) En este tipo de problemas siempre es Util realizar un esquema en
el que se representen las corrientes y los campos magnéticos que
estas generen teniendo cuidado de representar correctamente los
sistemas de referencia.

En este ejercicio, el esquema seria el siguiente:

—

J
E‘/L’Z Y
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5 GENERACION DE CAMPO MAGNETICO

Para obtener el médulo del campo magnético que se nos pide apli-
caremos (5.8) y su sentido vendra dado por (5.2) o la regla de la
mano derecha, de este modo obtenemos:

pol — po2

= =% L B, =2-10777T
omdy | 272 ! J

1

Lo primero que hacemos es calcular la distancia d, que debe haber
entre el punto (2, 0, 0) y el punto de interseccién entre el plano zy y
el segundo hilo. Para ello aplicamos (5.8) y exigimos que el médulo
del campo generado por el segundo hilo sea igual al obtenido en el
apartado anterior.

pol

By = =2-100"T—=dy,=3m
2 27Td2 2

Una vez obtenida esta distancia deducimos el punto de interseccion
que se nos pide. Para ello nos basaremos en (5.2) y en el hecho
de que el campo magnético que genera la segunda corriente debe
llevar sentido —j. De este modo, el punto de corte debera situarse
en el eje x a la derecha del punto (2, 0, 0) y por lo tanto el punto
que dista a 3 m del anterior sera (5, 0, 0) m.

El esquema que representa este problema lo podemos ver en la
figura siguiente:

—
(o]
A

3A

o L

I

I; =2 Ae

2m l 3m
By

Para resolver el problema en el nuevo punto que se nos propo-
ne procederemos de modo similar. Primero calculamos el campo
magnético generado por la corriente I; en el punto (3, 4, 0), donde
di=v32+42=5m

pol o2

By = = —=08-10""T
YT ord, 275

Para calcular el vector unitario en la direccion del campo debe-
mos aplicar (5.2) donde el vector unitario de la corriente es k y
i, = (0,6,0,8,0) es el vector unitario que apunta desde el origen
de coordenadas (punto del plano por el que pasa el hilo infinito 1)
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al punto donde queremos calcular el campo magnético. Para cal-
cular este vector unitario debemos utilizar los cosenos directores
del vector. Con todo ello, obtenemos que el campo magnético en
el punto (3, 4) m es:

By =08-10"7(-0,8i+0,65) T

Por lo tanto, el campo magnético que genera el hilo 2 debera ser:

-,

By, =0,8-10"7(0,87 — 0,67) T

Para que la corriente I, genere un campo de intensidad 0,8 T' debe
situarse a una distancia d, que obtenemos aplicando la ecuacion
(5.8)

By=08-107T=23 4 _75m
27Td2

Finalmente, para calcular el punto del plano zy por el que debe pa-
sar el segundo hilo aplicaremos (5.2) y deducimos que dicho punto
debe situarse sobre la recta que une el origen de coordenadas con
el punto (3, 4) a 7,5 m de dicho punto en la parte de la semirecta
delimitada por el punto (3, 4, 0) y el infinito. Esta deduccion del sen-
tido del campo también lo podriamos hacer mediante la regla de la
mano derecha.

7=(3,4)+75-(0,6, 0,8 =(7,5,10) m

El esquema de este ultimo apartado nos permite comprobar que
nuestros razonamientos son ciertos. En muchos casos, la realiza-
cion de este tipo de dibujos nos facilitan la localizacion de la se-
gunda corriente.
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Si el sentido de la segunda corriente fuese el opuesto, el razona-
miento seria similar pero deduciriamos que el punto esta situado
en el tramo de la recta delimitada por el punto (3, 4) y —oo, de este
modo:

7=(3,4)-75-(0,6,,0,8) =(—1,5,-2)m

En este tipo de problemas en los que Unicamente intervienen dos
hilos paralelos, para que el campo resultante en un determinado
punto del espacio sea nulo estos hilos y el punto en cuestion siem-
pre deberan estar alineados sobre la misma recta.

9. Obtenga la expresion del campo magnético generado por una
espira de radio R por la que circula una corriente I en un punto
de su eje longitudinal situado a una distancia = del centro de la
espira.

Solucién

Lo primero que queremos indicar al lector es que la expresion que se
pide es la férmula (5.4).

Para proceder a la resolucion de este problema, lo mas conveniente es
realizar un dibujo que nos permita identificar la direccion y sentido del
campo magneético. Este dibujo nos va a permitir apreciar la simetria del
campo magnético lo que facilitara la obtencion de la expresion que se
nos pide.
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Si tomamos un elemento diferencial de corriente Idi; y aplicamos la ley
de Biot y Savart (5.2) obtenemos el campo dB;

B, — o Idly X i,
ar 1
Este campo magnético lo podemos descomponer en dos componentes:
la componente segun la direccion del eje z, dB, y la componente en el
plano perpendicular a la direccion z, dB,.. De este modo obtenemos:

= Idly x @,
dB, = @$005(90 —0)
4T r?
y —
= Idl U
dB,. = ﬂﬁsen(% —0)

2
4m ry

Si analizamos el esquema de la figura, podemos observar que el ele-
mento di; tiene un elemento simétrico di; que genera un campo mag-
nético dB, cuya componente en el plano perpendicular a la direccion x
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5 GENERACION DE CAMPO MAGNETICO

anula la componente del campo generada por el elemento dl;. Esto nos
lleva a la simplificacion del problema puesto que Unicamente tenemos
gue calcular la componente x del campo magnético total.

Idl % i, dl
@7%003(90 —0)= B g Z send

4r r? 4 Jp rd

B, = /dgcos(QO —0) =
La distancia desde el elemento de corriente dl; hasta el punto donde
gueremos calcular, lo podemos escribir en funcion de su coordenada
x Yy el radio de la espira R: ry = vz2 4+ R? y de forma similar también
podemos relacionar senf = R/r. Sustituyendo ambas expresiones en la
ecuacion anterior obtenemos

” 2 2 2 R
By=top 2R gy =top 2R Ry 2nh
41 4 /12 + R2

T Ar ARVt RE Ar (a2 + R2)32

Simplificando y teniendo en cuenta que hemos demostrado que el cam-
po magnético total unicamente tiene componente z, podemos obtener
la expresion que se nos pide:

Ho R? >

B= o e epr

10. Obtenga la expresion del campo magnético generado por un
solenoide de longitud Ly N espiras de radio R por el que circula
una corriente I en un punto de su eje longitudinal.

Solucién

La expresion que se pide es una generalizacion de la férmula (5.5) que
hemos mostrado en la introduccion de este capitulo.

Para proceder a la resolucion de este problema, nos basaremos en la
ecuacion (5.4) que nos proporciona el campo magnético generado por
una espira en un punto de su eje.

Para plantear el problema realizamos un dibujo en el que se representa
un corte transversal del solenoide en el que se puede apreciar el sentido
de la corriente en el propio solenoide. En este caso viendo el sentido de
la corriente y teniendo en cuenta la regla de la mano derecha deducimos
que el campo magnético en el punto P lleva sentido +4 apuntando hacia
la derecha como se muestra en la figura siguiente:
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L
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ARRARRD

>

dx

Tomamos un elemento diferencial de longitud dz del solenoide, obser-
vamos que contiene n dx espiras, siendo n la densidad de espiras por
unidad de longitud (n = N/L). El campo magnético generado por las
espiras contenidas en este elemento diferencial de longitud lo pode-
mos averiguar basandonos en la ecuacioén (5.4), y vendra dado por la
siguiente expresion:

R?nldx po R?Ider N

dB =1 = Ko =
2 (302 +R2)3/2 2 (x2 +Rz)3/2 L

Integrando esta expresion obtendremos el campo magnético generado
por todo el solenoide.

Para realizar la integral hacemos el cambio de variable R = ztgf y tene-

1
mos en cuenta que 1+ tg?0 = —.
cos20

R —R
xr = tgia — dx = 756n20d9

Esto nos lleva a poder expresar el dB anterior en funcion de la variable
6.

L
%0/0000000000

Rl S
N . —
TN Br
P >
a : b

\ANMAAMAANMAANAANAANAANANAANAANAN/
IR

N
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Operando e integrando, llegamos a la expresion:

IN [% IN
Ho —senfdf = M°

B =
2L Jo, 2L

(cosby — cosby)

Esta expresion la podemos transformar escribiendo los cosenos en fun-
cion de las caracteristicas fisicas del solenoide. En este caso, respecto
del punto P, el extremo izquierdo del solenoide esta en el punto —a y el
extremo derecho en b, 1o que nos lleva a:

B_/,Lg[N( b . —a )_uoln( b N a )
C 2L \VBP+R? Va®+R?) 2 \VBP+R® Va®+R?

Un caso particular de este problema seria considerar que el solenoide es
muy largo y que el punto P esta situado en el medio del propio solenoide.
Esto nos lleva a que 6; — 7wy que 63 — 0.

I 0,0,0,0,00,00,00,0.0,00,0,0,0,0,0,0,0.0,00

=~ o 01 -~

R - -

~ _ -
~
O V02
P = z
Br
0I0I0CICIOICIICICICICICICICICICINIOIOICICICIIR
De este modo,
ol N pol N
B= (cosfy — cosby) = = ponl

2L L

gue se corresponde con la expresion del campo magnético en el interior
de un solenoide infinito.

Aunqgue no se pide, para que el lector entienda por qué en la mayoria
de los problemas directamente usamos la formula correspondiente al
campo magnético de un solenoide infinito en lugar de particularizar la
expresion que hemos obtenido, presentamos la siguiente grafica.
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En ella se representa la relacion entre el campo magnético exacto en
el eje de un solenoide, B, y la aproximacion de solenoide infinito, By =
o n I. Esta relacion la hemos calculado para 3 solenoides distintos de
longitud 1T m y de radios r =5 cm, r =10 cm y r = 40 cm. En la gréfica
también se han marcado con una linea punteada vertical los puntos que
se corresponderian con los extremos del solenoide.

Si analizamos los resultados comprobamos que para los valores mas
pequenos de los radios el valor del campo magnético permanece prac-
ticamente constante y con un valor muy proximo al valor ideal del sole-
noide infinito B/ B, ~ 1 siendo esta aproximacion mas valida cuanto mas
pequeno es el radio. Asimismo, podemos observar que el campo mag-
nético decrece en el exterior del solenoide y que este decrecimiento es
mas pronunciado cuanto mas pequeno es el radio del solenoide.

Estos resultados nos llevan a aceptar la aproximacion del campo mag-
nético generado por un solenoide infinito como opcion valida para sim-
plificar los problemas en los que aparecen campos magnéticos gene-
rados por solenoides, puesto que normalmente los radios seran mucho
menores que las longitudes de los solenoides implicados.



6 FUERZAS MAGNETICAS

6.1 Ecuaciones Relevantes.

« Fuerza magnética sobre particula cargada o Ley de Lorentz.
Cuando una particula con carga ¢ se mueve con una velocidad ¢ en una
region del espacio en la que hay un campo magnético B, esta experimenta
una fuerza perpendicular al plano generado por ambos vectores y que
viene determinada por:

F=qvixB (6.)

Sien lugar de una carga puntual o que tenemos es una corriente eléctrica,
1, la fuerza sobre cada elemento diferencial de corriente sera:

dF = Idi' x B (6.2)

siendo dl'un vector de modulo di y sentido el que lleva la corriente.
Un aplicacion particular de este fenomeno es el caso de dos corrientes
paralelas infinitas separadas una distancia d.
En este caso, aparecera una fuerza sobre cada una de las corrientes debi-
do al campo magnético que la otra genera en la zona donde se encuentra
la primera. Obviamente, al tratarse de corrientes infinitas, no tiene senti-
do hablar de fuerza total, pero si de fuerza por unidad de longitud, F/I.
Haciendo uso de las ecuaciones (5.8) y (6.2), obtenemos:

F - Mojlfg

1 2nd (6.3)

Para determinar el sentido de la fuerza deberemos hacer el producto vec-
torial dl’ x B.

El resultado que obtendremos es sencillo, corrientes paralelas con el mis-
mo sentido se atraen, mientras que silas corrientes llevan sentidos opues-
tos, las corrientes se repelen.

« Movimiento de cargas puntuales en el seno de un campo magnético.
Una particula de masa m y carga ¢ que se mueve con una velocidad ¢ per-
pendicular a un campo magnético describira una orbita circular de radio
Ry periodo T.

muv

=2 4
4B (6.4)
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En este caso el campo magnético no realiza trabajo sobre la particula y no
modifica la energia cinética de la particula, modifica ¥ pero no |d].

(6.5)

Espiras de corriente.

Cuando una espira de corriente es introducida en un campo magnético las
fuerzas que actuan sobre ella generan un momento M (o torque, 7) que
viene dado por:

M=NISxB=jixB (6.6)

donde N es el numero de vueltas de la espira, I la intensidad de corriente
que circula por ella y S = Si, es el vector normal a la superficie de la
espira y cuyo sentido viene determinado por el sentido de la corriente y la
regla de la mano derecha.
La magnitud & se conoce como momento dipolar magnético o momento
magneético,

i = NISi, (6.7)

En funcion de estos términos podemos definir la energia potencial de la
espira:
U= —uBcosd = —ji- B (6.8)

6.2 Ejercicios

158

1. Un cable rectilineo situado sobre el eje = lleva una corriente
I =10 A en el sentido positivo del eje. Una particula de carga
g = 10 uC se encuentra en la coordenada y = 1 cm. Determine
la fuerza que actua sobre la particula en los siguientes casos:

a) §=1im-s L
b) #=1jm-s L.
c) ¥=0,5i+0,8f m-s~,

d) ¥=0,5i+ 0,8 + 2k m-s~1.

Solucién
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El campo magnético generado por el cable en el punto y = 1 cm se
puede expresar vectorialmente por:

B=rolp_o 1005 T (6.9)
21y

Y

4 B
I \ X

> [e) |

El vector se deduce de la regla de la mano derecha aplicada al hilo de
corriente.

Se puede ahora calcular las fuerzas en cada situacion:

-,

@xB=10-10"%.2-10"%@G x k) =2-1079(—j) N
—gixB=10-10"5-2-10"%( x k) =2-1079% N
qix B =10-1075-2-1074((0,5i40,8]) x k) = 2-10~2(—0,55+0,81)

qix B =10-1076-2-1074((0,5i + 0,87 +2k) x k) = 2-1079(—0,5 +

2. Una particula ¢ = 1uC pasa por el origen de coordenadas en
el instante ¢, con velocidad v = 1007 + 14k m-s—1. Si el campo
magnético en el origen de coordenadas vale B = 0,3i + 0,015 +
0,1k T, determine la fuerza magnética sobre la particula en este
instante.

Siendo la masa de la particula m = 1- 1076 kg, scual es la ace-
leracion sobre la particula?

Solucién

Aplicamos la definicion de la fuerza de Lorentz:

i 7k
F=qixB=qlv, v, w,|=
B. B, B.
i j K
=1-107%{100 0 14|=-1,4-1007i—58-10"%+1-10"%kN

0,3 0,01 0,1
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La aceleracién se deduce de las leyes de Newton. Siendo F la fuerza,
tenemos:

3|

= —0,14i — 5,87 + 1,0k m-s~!

3. Una corriente eléctrica de I = 1 A circula en un cable infinito a
lo largo del eje x en direccion z creciente. En un determinado
instante, una particula cargada, ¢ = 1-10~% C, pasa por el pun-
to (0, 10, 0) cm con una velocidad & = —10i m-s~. Calcule el
vector fuerza que aparece sobre la carga.

Solucién

Para resolver este problema deberemos aplicar la ecuacion 6.1 teniendo
en cuenta que el campo magnético que actla sobre la particula es el
que genera el hilo. Su mddulo viene determinado por B = ugl/27d y
su sentido por la ley de Biot-Savart o por la regla de la mano derecha.
Combinando ambas ecuaciones, obtendremos:

pol

- . _, . - _ - pol = 11z
F = B= 2 k=1-10"%10(— k=2-10 N
WA E=AUx g =0 501 J

3

4. Dos alambres paralelos y rectilineos separados una distancia d,
transportan intensidades de corriente I; e I, en el mismo sen-
tido. Calcular la relacion entre las fuerzas magnéticas que uno
ejerce sobre el otro, es decir, Fi3/F5;.

Solucién

Para resolver este problema deberemos hacer uso de la ecuacion (6.2),
la cual una vez integrada y particularizada para el caso de la fuerza que
el conductor 1 ejerce sobre el 2 nos queda

F_:12 = Igf)( él

donde B; es el campo magneético que la corriente 1 genera en los puntos
del espacio donde esta el hilo 2. Este campo vendra dado por la ecua-
cion:

_ kol

" 27

donde unicamente hemos calculado el modulo del campo. En este caso
al ser los hilos paralelos, el campo magnético que genera cada uno de
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los hilos es perpendicular a la corriente del otro hilo de modo que el
modulo de la fuerza F}, es:

tol
2md

F12 - IQZ
Procediendo de forma analoga podemos obtener la fuerza que el con-
ductor 2 ejerce sobre el conductor 1, Fs;

MOI 2
2wd

Fy =1l

con lo que obtenemos que la relacion que buscabamos Fio/Fo; = 1.

El resultado es una solucion légica si tenemos en cuenta la 3¢ Ley de
Newton.

5. Un protén (cargae = 1,6 -10719 Cy masam = 1,7- 10727 kg) se
acelera desde el reposo mediante una diferencia de potencial
de AV = 1000 V. Posteriormente entra en una region donde hay
un campo magneético uniforme de magnitud B = 0,9 T perpen-
dicular a su velocidad. Calcular la velocidad del proton en esta
region y el radio de su trayectoria circular.

Solucioén

La diferencia de potencial en el espacio lleva asociada una diferencia en
la energia potencial del protén. Como el campo eléctrico es un campo
conservativo podemos aplicar el principio de conservacion de la ener-
gia. De este modo, la pérdida de energia potencial se transforma en
energia cinética.

1
AU =qAV = §m1)2

Despejando la velocidad de la ecuacién anterior obtenemos:

[2qAV [2-1,6-10716 3. 1
v = —— 7107 433,86 - 10° m-s

Para calcular el radio de la trayectoria circular que describira el proton
una vez que entre en la region del espacio en la que esta definido el
campo magnético, simplemente debemos sustituir los datos en la ecua-
cion (6.4):
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_omov 1,7-10727.433,86 - 10°
B 1,6 -10-19.0,9

R =512-103m

6. Se lanza un electron desde el reposo hasta alcanzar una velo-
cidad v = 10 km-s~! (que dibujaremos en el papel hacia la de-
recha) en una region donde hay un campo magnético B = 102
T constante perpendicular a la velocidad del electrén (que di-
bujaremos hacia dentro del papel).

a) Calcular el modulo de la fuerza que actla sobre el electrén
indicando su direccion y sentido. Calcular el radio de la
trayectoria descrita por el electron.

b) ¢Cual es la variacién de potencial que habra experimenta-
do ese electron antes de entrar en dicha region para pasar
del reposo a la velocidad v = 102 km-s—1?.

Datos: g. = ~1,6 10" C, m¢ = 9,110~ kg.

Solucién

a) Para calcular el modulo de la fuerza que actuara sobre el electrén
deberemos aplicar ecuacion de la fuerza de Lorentz (6.1), teniendo
en cuenta que el enunciado nos dice que 7y B son perpendicula-
res:

|F| = |q0 x B|=1,6-107*.10%- 1072 =

=16-10"" N

Para dibujar la fuerza F simplemente deberemos aplicar la regla de
la mano derecha, y tener en cuenta que la carga del electrén es
negativa, con lo que obtenemos el dibujo que se presenta a conti-
nuacion:

B®

<y

—

F

Este dibujo es valido Unicamente para el instante inicial en el que el
electron entra en la region donde hay campo magnético. Una vez
que el electron avance en esa region, debido a la fuerza que hemos
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representado anteriormente, el electron comenzara a describir una
trayectoria circular y la fuerza F' cambiara su direccién y sentido,
apuntando siempre hacia el centro de la trayectoria circular.

Otra opcion seria expresar los vectores en un sistema de referencia
cartesiano. De este modo, podriamos considerar que en el instante
inicial el electron se mueve segun la direccion positiva del eje z y
por lo tanto el vector velocidad lo podemos describir como @ = vi.
Con esta asignacion el campo magnético lo podemos escribir como
B = —Bk y la ecuacion (6.1) nos quedara:

F=-16-10""B(i x —k) = —1,6 - 1072 - 10° - 1072(i x —k)
F=-16-10""N

La unica fuerza que actua sobre el electron es la fuerza generada
por el campo eléctrico, que esta relacionado con la diferencia de
potencial que nos pregunta el problema. Como ya hemos comen-
tado, el campo eléctrico es un campo conservativo y por lo tanto
la ganancia de energia cinética se debe a una pérdida de energia
potencial o, Io que es o mismo, AE, = —AU. Dado que nos dicen
que el electron parte del reposo y acaba teniendo una velocidad
v =10 m-s~!, obtenemos:

AE. =455-1071Y = —¢AV = 1,6 - 107 AV

AV =284V

La diferencia de potencial positiva confirma que el electron se dirige
de forma espontanea a una region con mayor potencial eléctrico.
Al ser la carga negativa, esto se corresponde con zonas de menor
energia potencial.
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7. Disponemos de dos cables rectilineos infinitos paralelos sepa-
rados una distancia d = 4 cm, dispuestos tal y como se muestra
en la figura. Se sabe que la corriente I; vale 1 A, y que en el
punto medio entre ambos conductores el campo es B =1 uT
dirigido hacia dentro del papel. Determine:

a) El sentido y el valor de la corriente Is.
b) ¢En qué punto del espacio se anula el campo magnético?

c) ¢Qué fuerza por unidad de longitud ejerce un conductor
sobre el otro? ;Se atraen o se repelen?

Solucién

a) Lo primero que debemos averiguar es el campo magnético genera-
do por la corriente Iy (B1), para lo cual deberemos hacer uso de la
ecuacion (5.8) para calcular el modulo de dicho campo magnético
y tener en cuenta la regla de la mano derecha para determinar su

sentido.
,LL()Il . 471077 - 1

T 270,02 270,02
y con sentido apuntando hacia fuera del papel.

=1-10"°T

1
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v, B2yr,

5,

él E ;

Nos dice el enunciado que el campo total es 1 T dirigido hacia
dentro del papel, por lo tanto el campo B, debera ser capaz de
anular el campo B, y ademds generar 1 4T extra hacia dentro del
papel para que el campo total sea el que nos dice el enunciado
(tomamos el eje z positivo hacia fuera del papel como se muestra
en la figura). De este modo,

Bi+ By =—-1-10"%
Proyectamos y obtenemos:

_ _olp
21 0,02

o =B +1-10=1-10°+1-10%=1,1-107°T
Resolviendo la ecuacion anterior, obtenemos I, = 1,1 Ay su senti-
do sera el mismo que el de I; de acuerdo con la regla de la mano
derecha.

Aunque se pregunta por el punto en el que se anula el campo mag-
nético, en realidad se anulara en toda la linea de puntos paralela a
los hilos conductores que esté a una determinada distancia de ellos.
Basandonos en la regla de la mano derecha, podemos deducir que
esta linea debera estar en la regidén que hay entre ambos conduc-
tores, pues es la Unica region en la que los campos generados por
ambos hilos tienen sentidos opuestos.
Una vez que sabemos la region en la que debemos buscar el pun-
to, Unicamente deberemos exigir que el modulo de ambos campos
sea el mismo. Si denominamos z a la distancia entre la linea que
buscamos y el conductor 1, la condicidn anterior queda expresada
como:

pol polz

B,|=|B = =0,019m
Bil = B2 = 2w 27r(0,04—a:)%x ’
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|
1
:
YI, YL,
:
1
1
1

z ‘0,04 —x

c) Para calcular la fuerza por unidad de longitud que un conductor

realiza sobre el otro deberemos aplicar la ecuacion Fy, = LI x B,
donde calculamos el campo B; en el lugar en el que se encuentra
la corriente I;:

F Fr polaly

TR T S0
Para determinar el sentido de la fuerza podemos fijarnos en la fuer-
za que el conductor 1 realiza sobre el 2. Aplicando la regla de la
mano derecha, el conductor 1 genera un campo magnético en la
region del espacio donde se encuentra el conductor 2 que apunta
hacia fuera del papel. Si ahora multiplicamos vectorialmente este
campo magnético por la corriente I; que apunta hacia abajo, obte-
nemos que la fuerza obtenida ira dirigida hacia la derecha, es decir
ambos conductores se atraen.
Otra opcion consiste en aplicar directamente el producto vectorial
usando el sistema de referencia definido en la pregunta a). Tene-
mos By = —Bok y I11 = —I1,j. Se deduce del producto vectorial:
Fy =11 - Bo(—j x —k) = I, Byi

=5,5-10" N-m™*

. Un proton (carga ¢ =1,6-107" Cy masam = 1,7- 1027 kg) se

acelera desde el reposo mediante una diferencia de potencial
de |AV| = 1000 V. Después entra en una region donde hay un
campo magnético de B = 0,9 T perpendicular a su velocidad.
Calcular la velocidad del proton en esta region y el radio de su
trayectoria circular.

Solucién

Para calcular la velocidad del protén deberemos aplicar el principio de
conservacion de la energia.

1 1
Eno=Ems—q Vo= imvfc +qe Vi = q.|AV| = imvfc
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24 AV
oy = ) 2UAVT s 86 10% mes!
m

Observe el lector que en el enunciado se dice diferencia de potencial
|AV| = 1000V, ya que en este caso la diferencia de potencial en realidad
es AV = —1000 V, pues para que una particula de carga positiva se
acelere la diferencia de potencial tiene que ser negativa (la carga positiva
se mueve espontaneamente hacia las regiones de potencial bajo ya que
su energia potencial es menor).

Para calcular el radio de la trayectoria aplicaremos la ecuacion (6.4)

mo  1,7-107%7 433,86 - 10°

R= = =5,12-10">m
lq| B 1,6-10-190,9
9. Una particula de carga ¢ = 10 uC y masam = 1-10~? kg se ace-
lera en un campo eléctrico hasta obtener la velocidad v = 100z
m-s—!. La particula entra a continuacion en una region donde
existe un campo magnético B = 0,15 T.
a) Calcular el radio de la trayectoria.
b) ¢En qué plano se sitla la trayectoria?
c) ¢Cual es el periodo del movimiento?
Solucidén
a) Para obtener el radio de la trayectoria debemos sustituir los valores
numericos que nos proporciona el enunciado en la ecuacion del
radio de la trayectoria de la particula
mu 1-1079-100
R = = =0,1m
lg/ B~ 10-10-6-0,1
b) Recordemos que la fuerza que actla sobre una particula puntual

cuando se mueve en una region del espacio en la que hay un campo
magnético viene dada por:

—

ﬁ:qUxB

Por lo tanto, como la fuerza es perpendicular tanto al campo mag-
nético como a la velocidad, la particula se situara en el plano zz.
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c) Se aplica la ecuacion que relaciona el periodo con los parametros
del problema:

2mm 27 1-1079

= =6,28-10"2s
q¢B 10-10-6.0,1 6,28 - 10

T =

10. Por un solenoide largo de 1000 espiras y de longitud 10 cm cir-
cula una corriente continua de 5 A.

a) Calcular el campo magnético en el interior del solenoide.

b) ¢Cual seria el médulo de la fuerza sobre una carga inmovil
en su interior?

Solucién

a) Para calcular el campo magnético en el interior del solenoide apli-
caremos la ecuacion (5.6), para lo cual lo primero que debemos
calcular es la densidad de espiras n. Con los datos del problema
n = N/l =1000/0,1 = 10* espiras-m~1!,

B=ponlI=4710"710*5=0,063T

b) La fuerza resultante sobre una particula cargada viene dada por la
ecuacion (6.1), pero en este caso nos dicen que la particula esta en
reposo, es decir, v = 0, por lo tanto la fuerza es nula.
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.

Una particula cargada de masa m, penetra por el punto M per-
pendicularmente en un campo magnético uniforme B (que sale
del papel) y tras describir media circunferencia de radio R sale
por el punto N, ver figura. La particula tarda ¢t segundos en ir de
M a N. Justifique si son ciertas o no las siguientes afirmacio-
nes:

a) El valor absoluto de la carga de la particula es ¢ = mn/Bt.
b) La carga de la particula es negativa.

c) La energia cinética de la particula en N es mayor que en
M.

MpP<—1

. N o . . .

Solucion

a)

El valor absoluto de la carga de la particula es ¢ = mn/Bt. VERDA-
DERO.

Para demostrarlo simplemente debemos combinar las ecuaciones
del radio R = mv/qB y periodo T = 27mm/(¢B), teniendo en cuenta
que en este caso la particula no describe una circunferencia com-
pleta sino media, por lo que el tiempo ¢ que nos da el enunciado no
es el periodo, sino el semiperiodo.

La carga de la particula es negativa. FALSO.

Si la particula fuese negativa la fuerza magnética F = ¢ x B re-
sultaria en sentido opuesto (apuntaria hacia arriba) y por lo tanto la
trayectoria llevaria sentido antihorario.

La energia cinética de la particula en N es mayor que en M. FALSO

La fuerza magnética que actua sobre una particula que se despla-
za viene dada por F' = ¢¥ x B. Por lo tanto, es perpendicular a la

169



MATERIAL DOCENTE

velocidad de la propia particula lo que nos lleva a que al aplicar la
definicién de trabajo (dW = F-di = F-#dt) obtenemos que el trabajo
realizado es nulo (producto escalar de dos vectores perpendicula-
res).

12. Se lanza un electrén con una velocidad @ = 10% km-s~! en una
region donde existe un campo magnético B = —10~2k T cons-
tante.

a) Calcular el modulo de la fuerza que actua sobre el electrén
indicando su direccion y sentido.

b) Calcular el radio de la trayectoria descrita por el electrén.

c) Calcular la energia cinética del electron a su entrada en el
campo.

d) ¢Cual es la variacion de potencial que habra experimenta-
do ese electron antes de entrar en dicha region para pasar
del reposo a una velocidad v = 10* km-s—1?

Datos: g. = 1,6 - 1079 C, m. = 9,1 - 103! kg.

Solucién

a) Para calcular la fuerza magnética que actua sobre el electron sim-
plemente tenemos que calcular la fuerza de Lorentz, teniendo en
cuenta que el vector velocidad y el campo magnético son perpen-
diculares.

F=qixB—|F|=16-10""1-10"1-10"2=1,6-10""“N

En el instante en el que entra en la region donde esta definido el
campo magnético, la direccion de la fuerza sera vertical y el sentido
vendra determinado por el producto vectorial 7 x B = vi x (—Bk).
En este caso el producto vectorial lleva sentido hacia arriba, pero
como la particula es un electron y tiene carga negativa la fuerza
total llevara sentido hacia abajo. En instantes posteriores, la fuerza
cambiara de orientacion al ser un movimiento circular uniforme.

b) Para calcular el radio debemos sustituir los datos numéricos en la
ecuacion del radio de la trayectoria:
mu 9,1-10731.1.107

R= = =5,68-10"2m
l¢/ B 1,6-10-19.1-10-2 7
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c) La energia cinética del electron vendra dada por:

1
E. = —mv? = 391 1073 (1-107)% = 4,55 10717 J

d) Para esta ultima pregunta deberemos tener en cuenta el principio
de conservacion de la energia. La energia mecanica del electron
tiene que permanecer constante en la region en la que se le aplica
la diferencia de potencial, de este modo:

E0= Emf — FE.o+ Epo = ch + Epf

1 1
§mv8 +q. Vo = imv? +qe Vy

Como el enunciado nos dice que el electron parte del reposo, vy =
0.

1
qe Vo = imv? +qe Vy

1
qe( Vo — Vf) = _qe( Vf - VO) = —(Qe AV = §mvj20
Si sustituimos por sus valores numeéricos

AV = 284,37V

13. Un haz de electrones pasa, sin ser desviado de su trayectoria
rectilinea, a través de una region del espacio en la que hay un
campo eléctrico y otro magnético, mutuamente perpendicula-
res. El campo eléctrico esta producido por dos placas metalicas
paralelas situadas a ambos lados de la trayectoria, separadas 1
cm y conectadas a una diferencia de potencial de 80 voltios. El
campo magnético tiene una intensidad B = 2-10~3 T. A la salida
de las placas, el campo magnético sigue actuando perpendi-
cularmente a la trayectoria del haz, y observamos que esta se
curva convirtiendose en una trayectoria circular de 1,14 cm de
radio.

a) Hallar la razén carga/masa de los electrones.

b) Calcular el tiempo que cada electrén invierte en recorrer
una circunferencia completa.

Solucién
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a)

Lo primero que nos dice el enunciado es que el haz de electro-
nes pasa sin ser desviado por una region en la que hay un campo
eléctrico y otro magnético. Esto nos indica que la suma de las fuer-
Zas que actuan sobre los electrones debe ser nula, ﬁe + ﬁm = 0.
Por lo tanto ambas fuerzas deberan tener igual modulo y sentidos
opuestos. Ilgualando los modulos de ambas fuerzas obtenemos una
relacion entre el modulo del campo eléctrico y el médulo del campo
magnético.

|ﬁe|:|qE‘:‘*ﬁm|:qUX§%E:vB

Para generar el campo eléctrico entre las placas se nos dice que
la diferencia de potencial entre dichas placas es 80 voltios y que
tienen una separacion de 1 cm, asumiendo el campo uniforme te-
nemos:

d
szf/ E'~dl#%E:§TV:8OOOV~m71
0

Finalmente, dado que a la salida de las placas el haz de electrones
describe una trayectoria circular de radio 1,14 cm, si hacemos uso
de la ecuacion del radio de la trayectoria R = mwv/gB, podemos
deducir la relacion carga/masa que se nos pide teniendo en cuenta
las relaciones obtenidas anteriormente.

muv mE — mAV lgl AV

R

= = = - 2= =1,75-10" C-kg™!
B~ JqB® " g% m ~ R B ?

Para calcular el periodo de los electrones debemos aplicar la ecua-
cién que relaciona el periodo con las magnitudes del problema:
_ 2mm _ 2nRBd

T="+ = =1,79-10"1%
o5 AV ,79-1071's

14.

En una cavidad de seccién rectangular generamos un campo
magnético y un campo eléctrico perpendiculares entre si. A la
entrada de la cavidad incide un flujo de iones de masa m y carga
g positiva con velocidades v; distintas para cada ion.

a) Escribir la fuerza que se ejerce sobre cada ién cuando en-
tra en la cavidad.

b) Determinar la velocidad de los iones que pasaran a través
de la cavidad sin desviarse del eje.

Solucién
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En este caso cuando un ion entre en la cavidad experimentara dos
fuerzas, la fuerza producida por el campo eléctrico F. = ¢E y la
producida por el campo magnético F, = qU; X B, por lo tanto la
fuerza total que se ejerce sobre cada ion sera:

ﬁ:ﬁe+ﬁm:qﬁ+qﬁix§

Para que un ién no se desvie la fuerza total debe ser nula, o lo
que es lo mismo la ﬁ(, y la F,, deben tener igual modulo y mis-
ma direccioén, pero sentidos opuestos. El enunciado nos dice que
los campos eléctrico y magnético son perpendiculares, por lo que
deberemos suponer que llevan el sentido necesario para que las
fuerzas que generan tengan sentido opuesto (si no este problema
no tendria sentido). Una vez que se cumple la condicion anterior
solo debemos exigir que ambas fuerzas tengan el mismo modulo:

5 g S .= E
|[Fel = [Fin| = ¢|E| = q|8 x B = v = 5
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15.

Se dispone de un solenoide largo con densidad de espiras
n = 2000 espiras por metro y radio R = 1 m. Desde la seccion
inferior del solenoide disparamos particulas con carga negativa
g = —1 pC hacia el eje central del solenoide siguiendo el radio
de la seccion transversal. Si las particulas entran en la seccion
con una energia Ey = 1-107% J y suponiendo que el campo es
uniforme en todo el interior del solenoide, calcule:

a) La velocidad de entrada para particulas de masa m, =
1-10710 kg.

b) La corriente del solenoide si deseamos que las particulas
salgan con una direccién perpendicular a la direccion de
entrada tal y como se muestra en la figura.

a)

Solucion

Para calcular la velocidad de entrada de las particulas, simplemente
debemos aplicar la definicion de energia cinética.

1 2F.. 2.10-6
E., == —Sv= = 14142 m-s~!
g v = \/ \/1 10-10 ’

Para que las particulas salgan tal y como se muestra en la figura,
deberan describir una trayectoria circular de radio R = 1 m. Por lo
tanto, debemos aplicar la ecuacion del radio R = mv/¢B, donde el
campo magnético de un solenoide largo vendra dado por la ecua-
cién B = pgnl. Elhecho de que la particula sea negativa solo influye
en la direccion de salida de la particula, por lo tanto, utilizaremos el
valor absoluto de la carga.
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muv muv muv

R=——— = " sJ=_""_
lg|B  |q| ponl lglponR

=5,63 A

16. Participamos en un juego en el que debemos disparar parti-

culas cargadas en una zona y recuperarlas en otra. Dispone-
mos de dos controles para alcanzar el objetivo: la tension Vg
que nos permite acelerar las particulas y By el valor del campo
magnético que consideraremos uniforme en la zona de juego
y perpendicular a la trayectoria en todo momento. Existen tres
salidas posibles: A, By C, y en cada nueva fase del juego se
pide alcanzar una salida diferente. Las salidas se encuentran a
2,10 y 20 cm de la puerta de entrada de las cargas eléctricas
respectivamente.

By seise~sc- 3
O ///, S \\
7 ~N
‘, N \
/, AN \
/7 \ \
V-7 =~ \ \
{)’. v, \ \ \
% J \ \ \
\ \ \
v 1
I A B C

Vo i
.

El jugador dispone de un panel con un numero finito de valores
de Vy y By, se debe buscar una combinacion adecuada de am-
bos para alcanzar el objetivo. Se dan los valores posibles en el
cuadro siguiente, siendo posibles combinaciones de cualquiera
de los valores:

Vo | 64V | 100V | 400V
By | TmT [ 10 mT | 50 mT

1
Datos: m/q = 5 10710 kg-C—!

a) Determinar la velocidad inicial con la que entra la particula
en la zona del campo en funcién de V4.

b) ¢Cual es el radio de curvatura de la trayectoria de la par-
ticula en funcion de Vy y By?

c) ¢Qué valores de V4 y By permiten alcanzar las salidas A,
ByC?
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a)

Solucién

En este apartado deberemos tener en cuenta que la fuerza que
actua es la fuerza eléctrica, la cual es conservativa; por lo tanto,
las particulas perderan energia potencial eléctrica y ganaran ener-
gia cinética, de modo que su energia mecanica total permanecera
constante.

1 1
E, = imv? +qV; = imv? +qVy

Si consideramos que v; =0y que V; =0 — Vy = 1.

2qVo
m

vy =

Para calcular el radio de curvatura en funcion de Vy y By, debemos
aplicar la ecuacion del radio de la trayectoria de una carga en un
campo magnético teniendo en cuenta la expresion de la velocidad
obtenida en el apartado anterior.

/2qVi
R my M %7 2mVy 1
lq|B lq|B q B

Finalmente, para ver qué combinacién (Vy, By) se corresponde con
cada salida debemos ir sustituyendo por los valores numéricos que
nos da el enunciado. De este modo obtenemos (unidades en m):

W

64V 100V | 400V
By

TmT 0,08 |01 0,2
10mT | 0,008 |0,0l |O0,02
50 mT | 0,0016 | 0,002 | 0,004

Podemos ahora seleccionar en la tabla los valores de V, y By para
alcanzar las salidas A, By C.
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17. Un cafdn de electrones dispara electrones en la direccion 7
con una energia cinética E.. A continuacion entran en una zo-
na donde coexisten un campo eléctrico E = —Eok y un campo
magnético B = Byj (siendo E, y B, cantidades positivas ex-
presadas en el S.1.).

a) Calcular el vector fuerza que actua sobre los electrones
cuando entran en la zona donde coexisten ambos cam-
pos.

b) ¢Qué energia deben tener los electrones para pasar por la
Zona con campos sin desviarse del gje x?

c) Los electrones que no se desvian impactan sobre atomos
de hidrégeno cuya energia de ionizacion es 25 eV. Calcu-
lar la relacion entre Eq y By para que los electrones puedan
ionizar el hidrégeno.

Datos : m, = 9,1-1073 kg, ¢. = —1,6 - 10719 C.

7 7 7 l T

VYV vE

Solucién

a) Cuando los electrones entren en la zona en la que existen ambos
campos la fuerza que experimentaran sera la suma de la fuerza
generada por el campo eléctrico F, y la generada por el campo
magnético, F,,. Por lo tanto:

— —

ﬁ:Fe+Fm:qE+qUx§:—qE0E+qux Byj N
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donde v es la velocidad de los electrones y que podemos deducir
del valor de su energia cinética.

1 2F.
Eczimv2—>v: m-s—!

Si combinamos ambas ecuaciones obtenemos la fuerza total que
nos piden

_ - [2FE, - - - 2F. -
F = —qEok +q #ixBOj:—quk—i-q mCBOk::

[2F. -
= <—qEO + q Bo> ]{ N
m

Se nos pide la energia cinética que tienen que llevar los electrones
para que no se desvien, lo que implica F = 0. Por lo tanto debere-
mos despejar la energia cinética de la ecuacion anterior aplicando
que la fuerza total es nula.

- 2EC = EO 2m
0=qgEo(—k \| —DBok = E. = —J
qEo(—k) + ¢ 20 — (Bo) 9

Para poder ionizar los atomos de hidrégeno la energia cinética de
los electrones debera ser 25 eV. Teniendo en cuenta que 1 eV=
1,6-10719J

2
E.= (> % =25-1,6-107" =4.1071%J

E
— % -9296.10°V.mt. T7!
By
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18. Un condensador plano formado por dos placas paralelas se-
paradas 4 cm y situado en el vacio, tiene una capacidad de
200 pF. Se carga este condensador mediante una fuente de ten-
sion 200 V. Calcule:

a) La energia almacenada en el condensador cuando esta
completamente cargado.

b) Elvalor del campo eléctrico en el interior del condensador.

c¢) Siun protén (m, =1,6-10727 kg, ¢, = 1,6 - 1071 C) pene-
tra por el punto A en el interior del condensador con una
velocidad vy = 2 - 10° m-s~! paralela a las placas como
muestra la figura, determine el campo magnético (mddulo,
direccién y sentido) necesario para que el proton realice
un movimiento rectilineo uniforme.

A
Q L |=Q

Vo

Solucién

a) El condensador se carga con una tension de 200 V, teniendo la ca-
pacidad podemos calcular la energia acumulada en su interior:

1 1
U= 50Av2 = 5200 210712.200%2 =4-10"%J

b) Las placas estan separadas 4 cm con una diferencia de potencial de
200 V. Siendo el condensador plano podemos aproximar el campo
entre placas por:

c) Al entrar el protén en la zona entre los planos del condensador, se
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ve sometido a una fuerza eléctrica:

—

Fe = QpE
Si queremos anular esta fuerza para que el proton siga una trayec-
toria rectilinea podemos afadir un campo magnético perpendicu-
lar al campo eléctrico. Debemos determinar su modulo, direccion y
sentido.
Fp AFy

—

Vo

B

®
_E,

La fuerza del campo magnético se calcula mediante la siguiente
formula:

F:B = quO X é
El sentido requerido para el campo magnético para obtener una
fuerza contraria al campo eléctrico es perpendicular al campo eléc-
trico apuntando hacia fuera del papel (ver figura). Para hallar el mo-
dulo podemos igualar el modulo de las dos fuerzas:

qp.vO.B:qp.E

Obtenemos: 5 5000
B=—== =25-1072T
vy 2-10° ’
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19. Un alambre por el que circula una corriente de 2,5 amperios
se dobla formando una espira tal y como se indica en la figura.
Calcule su momento magnético.

R=0,5m

Solucién

Para calcular el momento magnético de esta espira aplicaremos la ecua-
cion (6.7)
i =151,

Calculemos primero su modulo
1 1
pw=15=205 57r(R2 —r?) =25 570, 52 —0,3%) = 0,629 A'm?

Para obtener el sentido del vector aplicaremos la regla de la mano de-
recha o del sacacorchos. En este caso el vector momento magneético
apuntaria hacia nosotros.
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20. Por una espira cuadrada de 40 cm de lado y 12 vueltas circula
una corriente de 3 amperios tal y como se indica en la figura. La
espira esta situada sobre el plano zy. Si en la zona de la espira
existe un campo magnético B = 0,37 + 0,4k T, calcule:

a) El momento magnético de la espira.
b) El momento o torque que experimentara la espira.

c) La energia potencial de la espira.

Y

%912 vueltas

Solucién

a) Para calcular el momento magnético de la espira deberemos aplicar
laformula (6.7), teniendo en cuenta que al aplicar laregla de la mano
derecha al sentido de la corriente en la espira, el vector unitario
normal a la superficie de la espira sera el vector k

ji=NISi,=12-3-0,4-0,4k = 5,76k A-m?

b) Una vez calculado el momento magnético obtendremos el momen-
to o torque que actua sobre la espira aplicando la ecuacion (6.6):

M=jix B=NISx B=jix B=1,728] N'm

Las magnitudes vectoriales que se han obtenido en ambos aparta-
dos se muestran en la siguiente figura:
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12 vueltas

c) Para calcular la energia potencial acumulada en la espira aplicare-
mos la ecuacion (6.8)

U= —uBcosd = —ji- B =-2,304J

Analicemos un poco los resultados que hemos obtenido en este
ejercicio. Lo primero que observamos es que el momento, (M), que
genera el campo magnético sobre la espira lleva sentido +J, esto
nos indica que si aplicasemos las ecuaciones de la dinamica del so-
lido rigido la espira comenzaria a rotar con una aceleracion angular
aj haciendo que se alineen los vectores B y ii. Esta aceleracion
no es constante e irda modificando su valor en funcion del angulo
que forman ambos vectores. Una vez que los vectores B y i estan
alineados la energia potencial de la espira sera:

U=—ji-B=-2288J

que es el valor minimo que puede tomar.

Esto nos indica que de forma espontanea la espira tiende a orien-
tarse en la direccion del campo magnético con el objetivo de mini-
mizar su energia potencial. En ese momento el momento o torque
que actla sobre la espira es nulo M = ji x B = 0.
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21. Undisco delgado, no conductor, de masa m y radio R tiene una
densidad superficial de carga constante de valor o. El disco rota
con una velocidad angular @ respecto del eje transversal que
pasa por su centro. Calcule:

a) El campo magnético en el centro del disco.

b) El momento magnético de este disco.

Solucién

a) Para calcular las magnitudes que nos piden lo primero que vamos a
hacer es un dibujo esquematico en el que consideraremos un anillo
de radio r y anchura dr.

W

Ndr

Este elemento diferencial de superficie que hemos definido contie-
ne una carga dgq,
dq = o2nrdr

Esta carga gira con velocidad angular w y es equivalente a una es-
pira de radio r por la que circula una corriente dI,
o2rrdr w

I = = — 02 =
d T 27r0 wrdr = wordr

184



6 FUERZAS MAGNETICAS

Basandonos en la ecuacion (5.3) podemos deducir el campo gene-
rado por la corriente que circula por esta espira que hemos definido:

wordr_ wodr
or  H0T

dB = pio

Integrando esta expresion a todo el disco obtendremos la ecuacion
qgue se nos pide

R R
wodr woR
R R T
0 0

El sentido del campo magnético lo podemos deducir aplicando la
regla de la mano derecha y puesto que el disco rota con una velo-
cidad w tal y como nos indica el dibujo, el campo magnético llevara
su mismo sentido.

Para calcular el momento magnético del disco comenzaremos cal-
culando el momento de la espira de radio r y grosor dr que hemos
sefalado en el dibujo. Para ello haremos uso de (6.7), siendo el
vector unitario el mismo que el de la velocidad de rotacion &

dii = dISt, = dInr?d,, = wordrrr’d, = worldrri,

Ahora ya podemos integrar a todo el disco y obtener el momento
magnético que nos piden:

R R 4
= / dii = / worddrri, = wmrjﬁw
0 0
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7 INDUCCION ELECTROMAGNETICA

71 Ecuaciones relevantes.

« Ley de Faraday.
Cuando el flujo magnético, ¢,,, a través de la superficie delimitada por un
circuito cerrado varia, se induce una fuerza electromotriz (f.e.m.=¢) en el
circuito que esta relacionada con la tasa de variacion del flujo. El valor de
esta fuerza electromotriz viene dada por la Ley de Faraday

_dom d
€= %E dl = el B ds (71
El signo — de la ecuacion (7.1) viene determlnado porlaLey de Lenz, segun
esta ley, la corriente inducida en el circuito tiende a oponerse al cambio
que la genera.

Por todo ello en muchos casos calcularemos el valor absoluto de la fuer-
za electromotriz inducida para posteriormente aplicar la Ley de Lenz y
deducir el sentido de la corriente inducida. Puesto que la fuerza electro-
motriz es el trabajo por unidad de carga, habra fuerzas que se ejerceran
sobre las cargas moviles que realizan trabajo sobre ellas. Como las fuer-
zas magnéticas no pueden realizar trabajo, no podemos atribuir la fuerza
electromotriz a estas fuerzas y por lo tanto seran las fuerzas electricas las
responsables de ella. Esto nos lleva a sefalar que estas fuerzas eléctricas
estaran asociadas a un campo eléctrico no conservativo.

« Inductancia.
La autoinduccioén L, es una magnitud que permite relacionar el flujo mag-
nético ¢,, que atraviesa la superficie delimitada por un conductor con la
intensidad que circula él.

bm = LI (7.2)

La unidad en el Sistema Intenacional de la inductancia es el Henrio (H), que
se definecomo TH =1Wb-A—! =1T-m2-A~!. La unidad del flujo magnético
om €S el Weber Wb.

Haciendo uso de la ecuacion (7.2) y considerando que el coeficiente de
autoinduccion es constante en el tiempo, podemos reescribir la Ley de

Faraday como:

 dgw L dI
==~ Tu (7.3)
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Si consideramos un solenoide de longigud I y con N espiras, podemos
deducir que el coeficiente de autoinduccion del solenoide viene dado por
la expresion:

L = pon?Al (7.4)

donde n es la densidad de espiras por unidad de longitud n = N/I, A es
el area de cada una de las espiras que forman el solenoide.

Cuando dos circuitos o mas estan proximos el uno al otro, el flujo mag-
nético que atraviesa uno de ellos depende no solo de la corriente en el
propio circuito sino que depende también de la corriente que circula por
lo otros circuitos. De este modo, supongamos que tenemos dos circuitos
proximos, 1y 2 por los cuales circulan las corrientes I; e I,. En la super-
ficie delimitada por el circuito 2 existira un campo magnético que sera el
resultado de la superposicion de los campos generados respectivamente
por las corrientes I e I. El flujo a través de la superficie del circuito 2
debido a la corriente I; la podemos escribir como:

Omi12 = M2y (7.5)

De igual modo el flujo magnético a traves de la superficie del circuito 1
debido a la corriente I, se puede escribir como:

Pma1 = Mo11p (7.6)

a los coeficientes M5 y M>; se les denomina coeficiente de induccién
mutua y se puede demostrar que ambos coeficientes tienen el mismo valor
Myo=My =M.

Un ejemplo de calculo del coeficiente de induccion mutua es el de dos
solenoides de radios r; y 79 respectivamente, con r; < ro y densidades
de espiras n; y no y ambos de longitud . Para este caso, obtenemos:

M = ponynglar? (7.7)

Energia magnética almacenada en un solenoide.

U, = %LIQ (7.8)

Densidad de energia magnética por unidad de volumen.

BQ

Uy, = ——
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7.2 Ejercicios

1. El flujo magnético a través de una bobina viene dado por la ex-
presion:
1
dm(t) = —N cos(1007t),
™

donde todas las unidades vienen expresadas en el Sistema In-
ternacional.

Si la bobina tiene N = 100 vueltas, calcule el valor de la fuerza
electromotriz inducida en la bobina en el instante de tiempo ¢ =
1/200 s.

Solucion

Para resolver este problema debemos aplicar la ley de Faraday y parti-
cularizar para el tiempo que se nos dice.

d (1 1 .
e(t) = % <7TN cos(lOOmf)) = ;NlOOw sin(1007t)

£(0,005) = 1007 sin(7/2) = 100? V

2. Una bobina tiene una longitud de 15 cm y esta compuesta por
400 espiras circulares de 2 cm de radio. Por la bobina pasa una
corriente continua I = 0,05 A. Calcule:

a) Elflujo magnético a través de la bobina.

b) Lafuerza electromotriz inducida en la bobina si la corrien-
te se extingue uniformemente de forma lineal en 0,05 s.

Solucién

a) Para calcular el flujo lo primero que debemos hacer es calcular el
campo magnético generado por la bobina para lo cual considera-
remos la aproximacion de solenoide infinito:

B = o n I =pg400/0,150,05 = 400u0/3 T

Una vez conocido el campo magnético en el interior de la bobina
obtenemos el flujo total multiplicando por la seccién total siendo la
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seccion de una espira por el numero total de espiras:
S = 4007r? = 40070, 022 = 0,167 m?

Finalmente, teniendo en cuenta que el campo magnético y el vector
superficie de la bobina son paralelos, obtenemos:

¢m=B-§=DB-5=400u,/3-0,167 = 8,42-10"° Wb

b) Para la segunda cuestién, el concepto clave es el hecho de que
la corriente se extinga uniformemente. Esto nos permite calcular la
variacion temporal del flujo magnético como un cociente entre la
variacion de flujo magnético y el tiempo total que tarda en extin-
guirse la corriente eléctrica.

d¢'fn . A¢7ﬂ
dt || At

8421077

=1,68 mV
0,05 ,08

|s|—\

3. Una espira circular de 16 cm de diametro y 0,05 Q de resisten-
cia esta situada en una zona donde hay un campo magnético
uniforme B, perpendicular al plano de la espira. Inicialmente el
campo magnético tiene un valor de 0,1 T y disminuye uniforme-
mente hasta anularse a razon de 0,2 T-s—1. Calcule:

a) la fuerza electromotriz inducida.

b) la intensidad de la corriente inducida en la espira.

Solucién

a) Para calcular la fuerza electromotriz inducida, en este caso no es
necesario calcular el flujo a través de la espira, ya que el propio
enunciado nos da la tasa de variacion del campo magnético en fun-
cién del tiempo vy la superficie de la espira permanece constante,
por lo tanto:

dom | _ |dB
dt || dt

|E|:‘ S’:O,Zwr2:4,02-10_3v
b) Unavez conocida la fuerza electromotriz inducida, deducir la inten-
sidad es automatico

~2,01-1077

I= =804-10"2A
0.05 8,04 - 10
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7 INDUCCION ELECTROMAGNETICA

4.

Una bobina de 500 espiras, de seccion circular de 6 cm de ra-
dio, esta colocada en un campo magnético uniforme. La direc-
cion del campo coincide con el eje de la bobina y su valor varia
segun B = 0,2 — 0,004t2, en unidades del S.I. Calcule:

a) Elflujo magnético que atraviesa la bobina y la fuerza elec-
tromotriz inducida en ella en funcion del tiempo.

b) La intensidad de la corriente inducida parat = 5 s si su
resistencia es de 3 Q.

Solucién

a)

Para calcular el flujo magnético debemos aplicar su definicion, te-
niendo en cuenta que la superficie es el producto de las 500 espiras
por el area de una de ellas.

bm = // B-dS = (0,2 — 0,004¢?)7r?500 = 1,87(0,2 — 0,004t%) Wb
S

La fuerza electromotriz inducida la obtenemos aplicando la ecua-
cion (7.1),

d¢7n
dt

= 0,0144nt V

B ’ 1,87(0,2 — 0,004¢2)

- | -

Para obtener la corriente inducida, simplemente debemos aplicar la
ley de Ohm, particularizada parat=5s

0,072

le| = 0,01447t = 0,014475 = 0,072r = IR — [ = = 0,0247 A

Una espira de superficie S se mueve siguiendo un movimiento
rectilineo uniforme en un espacio donde existe un campo mag-
nético uniforme y estatico perpendicular al plano de la espira,
B=1T.

a) ¢Cuanto vale la induccion electromagnética en este caso?

b) Se parala espiray empieza a girar respecto de un eje per-
pendicular al campo con una velocidad angular w. Calcule
la induccion electromagnética en este caso.

Solucién
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a) Al ser el campo uniforme, el flujo del campo magnético sobre la
espira es constante. No hay variacion de flujo y como consecuencia
la tension inducida es nula.

b) Ahora la espira gira con velocidad angular constante sobre un eje
perpendicular al campo magnético. El flujo del campo magnético
sobre la espira se calcula como:

bm = // B-dS = BScos(h) Wb
S
siendo 6 = wt el angulo que forma el vector normal al plano de la
espira con el campo magnético. La tension inducida se obtiene con

la ley de Faraday:

le] = |—| = BSwsin(wt) V

6. Por un solenoide de 2000 vueltas, area 4 cm? y longitud 30 cm
circula una corriente de 4 amperios. Calcule la energia acumu-
lada en el solenoide.

Solucion

Para calcular la energia que nos piden podemos proceder de dos formas
distintas.

La primera de ellas aplicaremos directamente la férmula (7.8) donde el
valor de la autoinduccion de un solenoide lo obtenemos a partir de (7.4)
(L = pgn?Al). Sustituyendo ambas expresiones obtenemos:

1 1 1 (2000
Up = =LI* = Zpon®All* = =
m=5 5 Hom 50 (03

2
) 4107%0,34%2 =53,6 mJ
Otra forma seria aplicando la ecuacion (7.9) donde el campo magnético
seria el generado por el solenoide y cuya ecuacion conocemos (5.6)
(B = ponl).

_ B*  (ponl)?
T om0 T 2m0

Si una vez conocida la densidad de energia multiplicamos por el volu-
men del solenoide V = Al, obtenemos la misma expresion que hemos
obtenido mediante la primera forma que hemos propuesto

2
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7. En una region del espacio existe un campo magneético unifor-
me de valor 0,5 T que penetra perpendicularmente al plano del
papel, tal y como se muestra en la figura. La resistencia de la
varilla vale 2 Q y su longitud es I = 20 cm ¢Hacia dénde y con
gué velocidad constante hay que desplazar la varilla, permane-
ciendo constante el valor del campo magnético, para producir
una corriente de 1 A en sentido antihorario? Se puede despre-
ciar la resistencia de los railes.

Vs

)

Solucién

Para resolver este problema, debemos estudiar como varia la seccion
de la espira en funcion del tiempo. Para ello consideraremos que en un
instante inicial los lados del circuito eléctrico son zq y I respectivamente,
con lo que el area total sera zyl. Conforme se desplace la varilla hacia
un lado u otro esta superficie vendra dada por I(z +vt), donde el signo
+ nos indica que la varilla se mueve hacia la derecha y el sigho — hacia
la izquierda. De este modo, la ecuacién de Faraday queda:

g, | |d(B-S)| |d
=l

B ' = - (Bl(xovt))‘ =Bl

El enunciado nos dice que la corriente tiene que ser de 1 Ay que la
resistencia de la varilla es 2 Q, por lo tanto la fuerza electromotriz indu-
cida tiene que ser de 2 V. Igualando este valor a la expresion anterior y
sustituyendo por los valores numéricos correspondientes, obtenemos:

Blv=2V —-0,5-0,2-v=2—0v=20m-s"!

Ahora queremos averiguar hacia qué lado tiene que ir la varilla para ge-
nerar una corriente en sentido antihorario. Aqui es Util calcular las fuer-
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zas que se van a ejercer sobre las cargas situadas en la barra conduc-
tora. La fuerza magnética es:

FB = ql_f X B
La fuerza sobre los electrones tiene que ir en sentido opuesto a la co-
rriente I. Aplicando la regla de la mano derecha, para que la fuerza Fp

vaya hacia abajo, encontramos que el vector ¢o' va hacia la izquierda.
Dado que una carga ¢ es negativa, el vector ¥ va hacia la derecha.

8. Un campo magnético uniforme espacialmente tiene un modulo
que aumenta linealmente con el tiempo B(t) = kt. El campo
es perpendicular al plano del papel y entrante y se limita a una
region cilindrica cuya seccion recta es la circunferencia de radio
R de la figura. Se introduce en el campo una espira conductora
cuadrada de resistencia r Q2 tal y como se muestra en la figura.
Calcule la corriente inducida en la espira e indicar su sentido.

Solucién

Para calcular el flujo magnético a través de la espira cuadrada, unica-
mente debemos tener en cuenta la seccion circular en la que el campo
magnético esta definido. De este modo el flujo magnético es:

ém =B - S = ktrR*> Wb

Aplicamos la ley de Faraday para calcular la fuerza electromotriz indu-

cida i p
_ m| _ | % 2)| _ 2
le] = o g (ktrR%)| = knR° V
La corriente inducida vendra dada por la ley de Ohm:
2
Iind = B = hrlt A
r T
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Para determinar el sentido de la corriente inducida deberemos tener en
cuentalaley de Lenz, la cual nos dice que la corriente inducida se opone
al cambio que la genera. En este caso el campo magnético aumenta
conforme pasa el tiempo y por lo tanto el flujo también aumenta, si la
corriente inducida se opone al cambio, en este caso debera generar un
campo magnético cuyo sentido sea hacia fuera del plano del papel para
disminuir el flujo del campo magnético. Por lo tanto aplicando la regla de
la mano derecha la corriente inducida debera tener sentido antihorario.

9. Una bobina circular de 10 espiras y de 10 cm de radio se co-
loca perpendicularmente a un campo de intensidad B(t) =
Boe /" T.(By=05T,7=1ms)

a) Calcular el flujo magnético que atraviesa la bobina en fun-
cién del tiempo.

b) Calcular la fuerza electromotriz inducida.

c) Siendo la resistencia de la espira r = 0,1 Q, calcule la po-
tencia disipada en funcion del tiempo.

d) ¢Cuanta energia se habra disipado al cabo de 1s? (consi-
deramos el tiempo inicial t = 0).

Solucién

a) El area total de la bobina incluyendo todas las espiras viene dada
por § = nmtR? = 1070,12 = 0,17 m?2.
Para calcular el flujo magnético, debemos aplicar su definicion:

—

bm =B -5 =Bye V0,11 = 0,5¢""/%%1 .0 17 Wb

b) Lafuerza electromotriz inducida vendra dada por la Ley de Faraday

dom d —t/0,001
= = ’ . 1 =
le] ‘ o dt0,5e 0,17

_075 —t/0,001

— /0,001 7| =
0,001 T
e = 157,07 ¢ /0001 v

c) Para calcular la potencia disipada en la espira, primero deberemos
obtener la intensidad que circula por la espira

lel 157,07 e=1/0:001
T - T

I= = 1570,7 ¢~'/0001 A
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Una vez conocida dicha corriente calculamos la potencia disipada
P(t) = |e|-I = 157,07 e /%001.1570,7 ¢ ~1/0:001 — 946740,1 ¢~2¢/0:001 Wy

La energia disipada en el intervalot = 0 — 1 s, se obtiene integran-
do la potencia disipada.

1 1 1
E = / P(t)-dt = / 246740,1 e~2t/0:001 g — 246740,1 / e 2t/0.001 gy —
0 0 0

1

~1
= 246740,1 [6_2”0’001] =1233J
2000 0

10.

Queremos lanzar un objeto metalico a alta velocidad y para ello
disponemos de dos rieles paralelos deslizantes separados una
distancia de 0,5 m. Los rieles se encuentran inmersos en un
campo magnético B = 0,2 T perpendicular al plano definido
por los rieles. Si el proyectil es una barra metalica de masa m =
0,2 kg que se apoya en ambos rieles, calcule:

a) ¢La intensidad de corriente que debe circular por la barra
para, una vez colocada sobre los rieles, experimente una
aceleracion de a = 10 m-s—2?

b) ¢Si los rieles tienen una longitud de I = 1 m, ;qué velo-
cidad alcanzara la barra cuando salga despedida de los
rieles?

Solucién

Para este problema se va a despreciar el rozamiento.

a) En este caso lo primero que debemos calcular es la fuerza que ac-
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tua sobre la barra que queremos proyectar, para posteriormente
aplicar la 2% Ley de Newton. Dicha fuerza vendra dada por:

F=1IIxB
En este caso los vectores fy B son perpendiculares, y por lo tanto,
al aplicar la 2@ Ley de Newton obtenemos:
F=IlB=ma

Finalmente despejamos el valor de la intensidad de corriente que

se nos pide:
ma 0,2-10

~ 1B 0,5-0,2:20A
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El segundo apartado es un simple problema de cinematica, para
lo cual calcularemos el tiempo que tarda la barra en recorrer los
rieles teniendo en cuenta que describe un movimiento rectilineo
uniformemente acelerado.

1 1 1
== -t2—>1=10-t2—>t:\[=0447s
5T 2 5

Una vez conocido el tiempo simplemente deberemos sustituir en la
ecuacion de la velocidad, siendo la velocidad inicial nula

v=a-t=447m-ss !

1.

En el centro de un solenoide de 2 cm de radio, 10 cm de longitud
y 5000 espiras se sitUa una espira de 1 cm de radio y 0,5 Q
de resistencia. El plano de la espira es perpendicular al eje del
solenoide.

Si por el solenoide circula una corriente de 2 A, calcule:

a) El campo magnético en el interior del solenoide.

b) El coeficiente de induccion mutua M entre el solenoide y
la espira.

c) Si la corriente del solenoide se extingue uniformemente
en 0,5 ms calcule la fuerza electromotriz inducida y la co-
rriente inducida en la espira.

Solucién

a)

El campo magnético generado por el solenoide se obtiene directa-
mente con la aplicacion de la formula:

B=ponl=pug-5000/0,1-2=100000u T

Para el calculo del coeficiente de induccion mutua, primero debe-
mos calcular el flujo magnético a través de la espira situada en el
interior del solenoide,

¢m = B - S = 100000107 = 1000001070, 012 = 1079 Wb

Es el flujo entre espira y solenoide. Finalmente aplicamos su defi-
nicion, es decir la relacion entre flujo y corriente I del solenoide:

m 1
= Pm = Omro = by H

M
I 2
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c) Para calcular la fuerza electromotriz inducida, aplicaremos la Ley
de Faraday teniendo en cuenta que la corriente en el solenoide se
extingue uniformemente:

d¢m _ A(b?n
dt | | At

_ 10muo
05

= ZOTI'/J,O V

|s|=]

12. En una region del espacio hay un campo magnético uniforme
de intensidad 0,5 T que penetra perpendicularmente al plano
del papel tal y como se muestra en la figura. Si la resistencia de
la varilla MN vale 2 Q .

a) ¢Con qué velocidad, modulo y sentido, debe moverse
la varilla si queremos que en el circuito se induzca una
corriente de 0,2 A en sentido horario?

Volvemos a la situacion inicial y, manteniendo fija la varilla,
procedemos a modificar uniformemente el campo magné-
tico durante 2 s. Comprobamos que la corriente inducida
durante este proceso es la misma que en el caso anterior.

b) ¢Cual es el valor final del campo magnético (mddulo y

sentido)?
M
X X X X
e
MoX X X M| X
= 80 cm
h X X X X X
Q

Solucién

a) El enunciado nos dice que la corriente inducida tiene que ser 0,2 A
en sentido horario. Por lo tanto, de acuerdo con la regla de la mano
derecha, el campo generado por la corriente inducida tiene sentido
hacia dentro del plano del papel. La ley de Lenz nos dice que el
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sentido de la corriente inducida se tiene que oponer al cambio que
la genera. La corriente en el sentido horario aumenta el flujo del
campo. Por lo tanto la barra debe moverse hacia la izquierda para
compensar este aumento de flujo.

Para calcular el médulo de la velocidad aplicaremos la ley de Fara-
day y la ley de Ohm a la varilla:

dd)’"b
dt

I~R:O,2~2:O,4:|e|=’ =Blv

el 04
T B-l 0505
En la segunda parte debemos tener en cuenta que la variacion de
flujo magnético se produce debido a la variacién del campo mag-
nético, pues la seccién va a permanecer constante.

Basandonos en los mismos razonamientos que en el apartado an-
terior, para que la corriente inducida tenga sentido horario, el cam-
po magnético debera disminuir. La corriente vale 0,2 A como en el
apartado anterior, podemos obtener || = RI = 0,2-2 = 0,4 V. Po-
demos aplicar la ley de Faraday y deducir la variacion de campo
magnético

— v =1,6m-s!

o] || _ 10815

|€|:‘dt At |~ At

despejando
le| At _04-2
S 05:08
Dado que |[AB| =2 Ty como hemos deducido que el campo mag-
netico esta disminuyendo, By = By —2 T = —1,5 T, o lo que es lo
mismo el campo magnético final tiene un valor de 1,5 T con sentido
hacia fuera del papel (decrece hacia el cero para volver a crecer en
sentido positivo).

IAB| = 2T

13.

Una bobina circular de radio a = 10 cm y 1000 espiras gira per-
pendicularmente a un campo magnético de intensidad B = 1
T. La bobina se conecta a una resistencia de valor R = 100 Q.
Siendo el pico de corriente (es decir, la corriente maxima) en la
resistencia de 7/10 A, hallar:

a) la fuerza electromotriz inducida en la bobina en funcion
del tiempo.

b) la frecuencia de giro de la bobina, expresada en rad-s—!.
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Solucién

a) La obtencidén de la f.e.m. inducida es una aplicacion directa de la

Ley de Faraday.

|5:"wm :'dg.g

dt dt

d
=|—B t
7 S cos(wt)

=|-B Sw sin(wt)] = B Sw sin(wt) V

b) Teniendo en cuenta que el valor de pico de la intensidad es el valor
maximo de la corriente, este se correspondera con el valor maximo
de laf.e.m. en la resistencia dado que son proporcionales. Coincide
con los tiempos para los cuales sin(wt) = 1. Por lo tanto,

Inaz R (7/10) 100

e = T = 1000 rad-s~!
Tr)

Iyoe R=BSw—w=

14. Una barra conductora desliza con una velocidad constante v =
10; m-s~—! sobre unos railes conductores paralelos separados
por una distancia I = 0,5 m. Existe un campo magnético per-
pendicular al plano de movimiento de la barra E(m) = 0,1:cE T.

a) Calcule el flujo magnético en la espira formada por los rai-
les y la barra en funcion de z, es decir ¢, (z).

b) Calcule la fuerza electromotriz inducida en el circuito en
funcion de z.

. i inir 40 __ d¢ dx
Nota: la regla de la cadena nos permite escribir 5= = 92 <%,

—

X xé(a:) x | F

Solucién

a) Para calcular el flujo magnético en la espira, deberemos aplicar su
definicién, considerando que en este caso el campo magnético y el
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vector superficie son paralelos, y que ambas magnitudes dependen
de x

“011a?

v 2
¢m<x)://B-dS:/ 0,12k - 1 dak = [0’”5”}
0 2 o 2

b) Una vez conocida la expresion del flujo magnético en funcion de
x tal y como nos dice el enunciado, debemos aplicar la regla de Ia
cadena, teniendo en cuenta que z(t) = v t + . De este modo:

dm

o= |

dt ~ dr dt  dzx
= |0,5z|.

2
dfm _ dom dx_ d <0’12” )‘Zo,1o,5xv0,5x v

Concluimos que |e
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15. Un conductor rectilineo infinito se dobla tal y como se indica en
la figura. Se sabe que por él circula una corriente Iy = 15 Ay
que el campo magnético en el centro de la espira formada con
el conductor vale 3,21 -10~* T y apunta hacia fuera del papel.

a) Calcular el radio R de la espira circular que se ha formado
con el conductor rectilineo que permite obtener el campo
de 3,21-10~% T en su centro.

A continuacion en el centro de la espira se coloca una se-
gunda espira de radio r = 1 cm y resistencia 2 mQ. Modifi-
cando de forma lineal el valor de la intensidad que circula
por el hilo tal que I(t) = at 4+ I, se observa que se indu-
ce una corriente en la segunda espira de valor 2 pA en
sentido horario.

b) La intensidad que circulara por el conductor al cabo de 3
segundos.

c) Repita el apartado anterior considerando que la corriente
inducida en la segunda espira tuviese sentido antihorario.

Nota: Considere que el campo magnético es constante en la
seccion de la segunda espira y que su valor es el que tiene en
el centro.

Ih=15A

Solucién

a) Para este primer apartado deberemos considerar que el hueco que
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se genera al doblar el hilo entre los dos tramos rectos es despre-
ciable, de modo que podremos considerar que el campo magnético
total generado en el centro de la espira, ET, es la suma del campo
generado por un hilo rectilineo infinito (5.8), By, mas el generado
por una espira circular en su centro (5.3), ée. De este modo:

Br = By, + B.

Para establecer el caracter vectorial de los campos, considerare-
mos que el eje perpendicular al plano de la figura es el eje z, y
tomaremos sentido positivo saliendo del plano. Con esta conside-
racion y teniendo en cuenta el sentido de los campos generados,
la férmula anterior nos queda:

tolo = po o>

By = By(—Fk) + Bk 21.10~ 4k = _Hofog  Holo
T h( k’)—‘r ok — 3, 0%k 27(Rk+ 5 Rk
Despejamos R:

_ pol 1-1/m

2 321-104

Sustituyendo los valores numéricos que nos proporciona el enun-
ciado, obtenemos
R=2cm

Se nos dice que al introducir una espira de radior =1 cm vy de re-
sistencia 2 mQ se induce una corriente de 2 pA en sentido horario.
Recordamos que en este problema, el campo se considera unifor-
me con un valor igual al del centro de la espira. Como la intensidad
varia de forma lineal podemos expresar la ecuacion (7.1) como:

‘8‘ _ |A¢m| _ ‘Bf _Bi| S
At At

En este caso, la corriente inducida en la pequefa espira tiene sen-
tido horario. Razonando con la ley de Lenz podemos deducir que
el campo magnético generado por el hilo y la espira inicial debe
aumentar. El campo magnético del cable + espira va dirigido ha-
cia dentro del papel y el campo de la pequefa espira hacia fuera.
El campo de la pequefa espira debe oponerse al aumento de flujo
generado por el cable.

Siendo || = RI =2-1076-2-1073 =4-107? V, la ecuacion anterior
nos queda:

el = At 3
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By —B;=382-10°T = B;=359-107*T

Este campo es generado por la configuracion de corriente inicial,
por lo tanto, simplemente deberemos aplicar la misma férmula que
en el primer apartado:

I ol
R R T —16,76 A

3,59 - 1074k =
’ 2R 2 R

Al igual que en el apartado anterior, al aplicar la ley de Faraday y
procediendo de forma similar obtenemos:

|By — Bi| =3,82-107°T

Sin embargo, en este caso, la corriente inducida tiene sentido an-
tihorario, lo que nos indica que el campo magnético generado por
el hilo y la espira inicial disminuye, con lo que obtenemos:

By =2828-107*%k T — [ =13 43 A
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16. Sobre una espira cuadrada, deladoa = 1 cm y resistencia R =1
Q, descansa un cable conductor rectilineo muy largo, paralelo
a un lado de la espira y a una distancia d = 0,25 cm del centro
de esta. El cable conduce una corriente I = 10 A. Si esta co-
rriente se anula uniformemente en 0,1 s, determine la corriente
inducida en la espira y su sentido.

I=10 A
A

0,25cm | 0,25cm
€ > | >

® Iy,

' B
X  4s 1 cm

Solucién

Para resolver este problema, lo primero que debemos darnos cuenta
es el sentido que lleva el campo a ambos lados del hilo conductor, lo
cual se obtiene directamente aplicando la regla de la mano derecha. Es
importante observar que el campo magnético generado por el hilo a uno
y otro lado lleva sentido opuesto, por lo que el flujo que en la region
izquierda del dibujo (a) se anula con el de la parte simétrica respecto del
hilo de la derecha (b).

Una vez que tenemos el planteamiento claro, aplicamos la definicion de
flujo magnético, para lo cual deberemos tener en cuenta la expresion del

" I I
campo magnético generado por un hilo infinito en un punto es B = Kot

T
siendo z la distancia desde el hilo hasta dicho punto. El diferencial de
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superficie dS que se toma vendra dado por la banda estrecha que se
muestra en la figura. Tendra como longitud el lado de la espira y como
anchura dz, por lo tanto dS = 0,01dx (ver figura)

0,0075 0,0075
= [[ 55 [ T gy IO [P
0 0

,0025 2mx ™ 0025 L

ol 0,01 00075 ol 0,01 0,0075 11010,01
.=—"1lo ’ = lo = log(3
or 109(®)]o 0025 o 0,0025 or 10903)

bm =2,2-1078 Wb

Una vez conocido el flujo magnético a través de la espira, calcularemos
la f.e.m. inducida aplicando la Ley de Faraday y teniendo en cuenta que
el enunciado nos dice que la corriente se apaga uniformemente en 0,1s.

dom|  |Ady| 221078
e | | At | 01

le] = ‘ =22-107"V
Una vez conocidalaf.e.m.inducida, aplicando la Ley de Ohm obtenemos
la corriente inducida

e -7
Imd_ﬁ_zz.m A
Finalmente para determinar el sentido de la corriente inducida aplicare-
mos la Ley de Lenz. Dado que el flujo magnético disminuye (la corriente
qgue genera el campo se anula), la corriente inducida debe oponerse a
dicha disminuciony por lo tanto debera generar campo magnético hacia
dentro del papel. La corriente llevara sentido horario en la espira.

17. Una espira cuadrada conductora de lado{ = 10 cm y resistencia
0,1 Q situada en el plano zy se desplaza a velocidad constan-
te v = 10 m-s~! en direccion creciente del eje x. En la regién
comprendida entrez =0my z =1 m se ha definido un campo
magnético B = 0,5k T.

a) Calcule la corriente inducida en la espira en funcion de z,
si inicialmente el lado mas proximo a la zona donde hay
campo magneético se encuentraenz = —1 m.

b) Calcule la energia que se ha disipado en la bobina una vez
que la espira ha atravesado totalmente la regién donde
habia campo magnético.

Solucién
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a) Ala hora de resolver el problema lo primero es hacer un dibujo es-
guematico en el que veamos claramente el planteamiento del pro-
blema.

. .B. .
(@)= “(by  :(c)

10 cm U JRCEEEN
Tl
x:;lm z=0m r=1m

Podemos observar que hasta que la espira no llega a la posicion
x = 0 m se esta desplazando por una region en la que no hay cam-
po magneético y por lo tanto, el flujo magnético a través de la espira
sera nulo. Dicho flujo no varia por el desplazamiento, lo que implica
gue tanto la f.e.m. inducida como la corriente inducida son nulas. A
continuacion en el esquema podemos ver tres situaciones marca-
das por su importancia en la resolucion del problema. La situacion
(a) representa una posicién genérica en la que la espira se encuen-
tra entrando en la region donde hay campo magnético. En este caso
el flujo magnético vendra dado por:

ém =B S = Blx

dondeles ellado de la espiray x es lalongitud de la espira que esta
inmersa en la region en la que hay campo magnético. A continua-
cién, podemos calcular la f.e.m. inducida, simplemente aplicando
la regla de la cadena

_ dom _ dom, dz -
|E|_‘dt _‘dx a| = Pl
y por lo tanto la corriente inducida sera:
Bl 11
I:@:J:Oﬁa 0:5A

R R 0,1
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Para determinar el sentido de la corriente debemos observar que
el flujo magnético aumenta conforme la espira penetra en la region
con campo Yy por lo tanto la corriente inducida debera oponerse a
este aumento para lo cual generara un campo magnético que se
opone al que tenemos en dicha region, es decir, la corriente indu-
cida tendra un sentido horario.

La situacién (b) representa los momentos para los cuales la espira
esta totalmente sumergida en la regién con campo. En esta situa-
cion, el flujo magnético permanecera constante y por lo tanto tanto
la f.e.m. inducida como la corriente inducida seran nulas.
Finalmente la situacion (c) representa las posiciones para las cuales
la espira esta saliendo de la regién con campo. Podemos proceder
de forma analoga al caso (a), teniendo en cuenta que la seccion de
la espira que permanece en la region con campo magnético sera
I (I—=x). Elhecho de que la espira esté saliendo implica que el flujo
magnético es cada vez menor y que por lo tanto la corriente induci-
da llevara sentido antihorario. Dada la simetria entre las situaciones
(a) y (c) nos permite no tener que realizar ningun calculo y finali-
zar diciendo que la corriente inducida en este casoes I =5 A en
sentido antihorario.

La energia Unicamente se disipa en las situaciones (a) y (c) puesto
qgue en (b) la corriente inducida es nula. La potencia que se disipa
en ambas situaciones es:

P=I?R=5%01=25W

Para calcular la energia disipada debemos multiplicar la potencia,
dado que es constante, por el tiempo que tarda la espira en entrar
(salir) a la zona en la que esta definido el campo magnético.

0,1
10

E=2-PAt=25-"—-=5-10"2J

18.

Sobre el gje y se extiende un conductor rectilineo por el que cir-
cula una corriente I en sentido positivo de dicho eje. Una espira
cuadrada de lado a se encuentra sobre el plano zy de modo que
dos de sus lados son paralelos al conductor. Si inicialmente Ia
espira se encuentra en la parte positiva del eje x, calcule el valor
de la fuerza electromotriz inducida cuando la espira se despla-
za hacia la parte negativa del eje = con una velocidad 7 = —vi

Solucién
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Veamos el dibujo esquematico del problema. En este caso supondremos
que la espira se encuentra a una distancia z del hilo, y procedemos a
calcular el flujo total a través de la espira.

1

—

dx’

Para ello deberemos utilizar la expresion del campo magnético genera-
do por un hilo infinito en un punto situado a una distancia =’ del propio

hilo, B = 2— Si tomamos como elemento diferencial de superficie la
T

banda oscura marcada en la figura dS = adx’, podemos calcular el flujo
aplicando su definicion:

L a1 I
x)://B.dS:/ HoZ o gy = MO0 jpg T
s © 2mx 2m T
Una vez que tenemos el flujo magnético, procedemos a calcular su de-

(ZSTII

rivada temporal, para lo cual aplicaremos la regla de la cadena 0
A, dx

dr dt
|€|:L:Li:lﬁﬂai |Og$+a ﬁz
dt dr dt 2r |dx T dt
wola —a pola®
= v| = vV
2 |x(z +a) 2nx(x + a)

Notese que existe un problema cuando la espira llega a tocar el cable
en z = 0. En este punto el campo diverge y el flujo también.
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19. Lavarilla conductora M N, que tiene una masa de 10 g, baja des-
lizando con velocidad constante v sobre los dos carriles con-
ductores paralelos. Dichos carriles distan 20 cm y se cierran
por la parte inferior formando un angulo « = 30° con el plano
horizontal. En la regidn existe un campo magnético uniforme,
dirigido verticalmente hacia abajo y de intensidad 1 T. Si la re-
sistencia de los carriles es despreciable y la de la varilla vale
10 Q. Calcule, en funcion de la velocidad v de la varilla:

a) Elflujo magnético a través del circuito.

b) La fuerza electromotriz inducida.

c) Laintensidad de la corriente inducida.

d) La fuerza magnética que actla sobre la varilla.

e) Siel coeficiente de rozamiento entre los carriles y la varilla
es u = 0,2 jcuanto vale la velocidad v?

Dato: g = 9,8 m-s—2

Q.
o
uf}

Solucién
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Para calcular el flujo magnético debemos aplicar su definicion te-
niendo en cuenta que el angulo que forman el campo magnético y
el vector superficie es el mismo que el que forma el circuito con el
plano horizontal. De este modo:

¢m://sj§-d§

El producto escalar B - dS debe tomar en cuenta el angulo entre los
dos vectores que corresponde al angulo de inclinacion del plano
inclinado:

¢m = B 0,2 (dy — vt)cosa = 0,1 v3(dy — vt) Wb

La fuerza electromotriz inducida vendra dada por:

dom
=|—=1=0,1 \
€] ’dt 0,1 V3v

Para calcular la corriente inducida aplicaremos la Ley de Ohm

I H 01 V3v
R 10

Para determinar el sentido de la corriente inducida hay que observar
que conforme la varilla desciende el flujo magnético a través de la
espira disminuye y por lo tanto la corriente inducida debera generar
un campo magnético con el mismo sentido que el campo existente.
De este modo, en la figura inferior la corriente iria hacia dentro del
papel en el extremo M de la varilla. El flujo de la corriente compensa
la pérdida de flujo de la espira.

Una vez calculada la corriente inducida, obtenemos la fuerza mag-
nética que actua sobre la varilla. Si observamos el dibujo podemos
ver que el sentido de la corriente I y la direccion de B son per-
pendiculares, ademas, si aplicamos la regla de la mano derecha
obtenemos el sentido de la fuerza. En este caso, asumiendo que
B lleva sentido vertical segun (—j’) y que la intensidad, tal y como

hemos deducido antes, sale del papel (k) la fuerza llevara sentido
horizontal hacia la izquierda (—7 ).

F,, =1I x B=-0,002v/3v i N

=0,01 V3v A

Finalmente para calcular la velocidad necesaria para que la varilla
descienda con movimiento uniforme, deberemos aplicar la segun-
da Ley de Newton. Antes de proceder a los calculos es recomen-
dable realizar un dibujo esquematico en el que se aprecien todas
las fuerzas que intervienen.
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En el eje perpendicular al plano de la espira las fuerzas que actuan
son la normal y las componentes del peso y de la fuerza magnética.
Proyectamos esta vez en la direccion del plano, obtenemos:

N =mgcosa+ F,, sina.

En la direccion paralela al plano la fuerza de rozamiento y la com-
ponente de la fuerza magnética deben contrarrestar la componente
del peso. Matematicamente obtenemos:

mgsSina = F, + F,,cosa = uN + F,,COSa =

= umgCoS a + ukF,, sina + F,, COSa

mg(sina — pcos a) = 0,002v3 v (1 sin a + cosa)

Y mg(Sina — © COS «)
0,002v/3 (11 sin o + cos )

=957m-s!
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